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要約：  打ち切りデータは，欠測値として扱う，または打ち切られた時の値などに置き換え

る等の便宜的な解析がしばしば行われる．データが正規分布すると仮定できる場合は，右側

打ち切りデータに対しては上側確率，観測されたデータに対しては確率密度を与えることに

より，Excel のソルバーで平均値および標準偏差を推定すること容易にできる．また，打ち切

りデータを考慮した回帰分析でも回帰パラメータの推定が容易に行える．打ち切りデータを

含む統計解析は，加速試験による製品寿命解析，癌などの生存時間解析，経済分野では，ト

ップコーディングされたデータ（打ち切りデータ）に対する Tobit モデルなど，分野毎に発展

してきた．新たに開発された JMP の「寿命の二変量」は，正規分布も包含するパラメトリッ

クな汎用的な統計解析を可能としている．今回は，薬効薬理試験として行われた発毛試験デ

ータを用いて，打ち切りデータを含む回帰分析について詳しく解説する． 
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0．はじめに 
 

  2017 年 11 月の第 2 期医薬安全性研究会 第 21 回定例会での「じっくり勉強シリーズ」で，

「正規分布を仮定した打ち切りデータを含む回帰分析入門」と題して教育講演を行った．さ

らに，午後の大正製薬の黒須真介氏の講演「探索的薬理試験データに対する種々の解析方法

の適用と比較」に引き続き，「打ち切りデータを含む場合の新しい回帰分析の考え方」と題す

る講演を行った．これらの講演は，互いに関連するので合わせて第 7 回の続高橋セミナーと

する． 
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  じっくり勉強シリーズの「正規分布を仮定した打ち切りデータを含む回帰分析入門」は，

Excel を主体にしており，第 8 節まであったが，黒須真介氏の講演に引く続いて「打ち切りデ

ータを含む場合の新しい回帰分析の考え方」は，統計ソフト JMP による解析方法，結果の見

方について解説したので，第 9 節で「JMP の寿命の二変量の活用」として付け加えた． 

 

  打ち切りデータは，欠測値として扱う，または打ち切られた時の値などに置き換える等の

便宜的な解析がしばしば行われる．データが正規分布すると仮定できる場合は，その累積分

布関数及び確率密度関数を用いることにより打ち切りデータを含む場合であっても平均値お

よび標準偏差を推定することができる． 

 

  観測されたデータが，正規分布に従うと仮定した場合に，データを数直線上に並べてプロ

ットし，その直線上にしかるべき正規分布の確率密度曲線を描くことを考えよう．厳密に描

くためには、算術平均と標準偏差を用いて正規分布の確率密度を計算することにより実現で

きる．ぞれのデータがどのくらいの確率で起きるかは，確率密度に適当な幅を掛けることに

より算出できるが，確率密度そのものでも相対的な比較は可能である． 
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  右側打ち切りがある場合は，打ち切り点以上の大きな値をとることが確かなのであれば，

その点以上の上側確率とみなすことが妥当である．また，打ち切りが左側ならば下側確率と

すれば良く，区間打ち切りの場合には，その区間の正規分布の面積 １－（下側確率＋上側確

率）とするのが妥当である． 

  

  このように考えるならば，打ち切りデータを含むような場合であっても正規分布のパラメ

ータ（平均，標準偏差）を推定するために，それぞれのデータの確率密度，および上側確率な

どの積を最大にするような平均と標準偏差を推定することが可能である． 

 

  打ち切りデータがある場合に，それらを考慮した回帰分析を必要とする様々な分野がある．

工業製品の場合であれば，各種の加速試験データを元に，通常の使用環境での寿命を推定し，

製品説明書などでユーザーに示すことが一般化している．このために打ち切りデータを含む

回帰分析の方法が発達してきた．この場合のような寿命データに対しては，正規分布でなく

ワイブル分布が標準的に用いられている． 

 

  経済統計の分野では，年間年収に対する調査データでは，2500 万円以上の場合は，匿名化

のために 2500 万円以上する打ち切りが行われる場合がしばしばある．年間収入に対する他の

要因を考慮した回帰分析を行う際に，打ち切りデータを含む回帰分析の適用が必要となる．

誤差分布に正規分布を仮定した場合の打ち切りデータがある場合に解析法は，Tobit モデルと

して知られている． 

 

  臨床試験の分野では，打ち切りデータがある場合の解析法として，各種の生存時間データ

解析が開発されてきた．様々な疾患の生存時間の分布は多様で特定しがたいために，ノンパ

ラメトリックな方法，Cox の比例ハザードモデルなどセミパラメトリックな方法が主体であ

る．そのために，正規分布あるいはワイブル分布を仮定するようなパラメトリックな解析法

は，適用されにくい．そのために生存時間解析の関連の成書では，打ち切りデータを含む回

帰分析の適用事例を見出すことができにくい． 

 

  癌の生存時間解析の名著である Kalbfleisch, J.D. and Prentice, R.L.（2002）には，加速試験デ

ータの事例として，1.1.4 節に Motorette 試験（発電機のモータの絶縁組織の寿命）のデータ

が，示されている．そして，第 3.7.節 Illustrations In More Complex Data Sets で，対数数正規分

布を仮定した回帰分析の結果が示されている．このことからも打ち切りデータを含む回帰分

析は，難解な課題として認識されてきたようである． 
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（Table 1.3）Hours to Failure of Motorettes 

 150℃  All 10 motorettes without failure at 8064 hours 
 170℃  1764，2772，3444，3542，3780，4860，5196 
  3 motorettes without failure at 5448 hours 
 190℃ 408，408，1344，1344，1440 
  5 motorettes without failure at 1680 hours 
 220℃ 408，408，504，504，504 
  5 motorettes without failure at 528 hours 

 

  この Motorette 試験を題材に高橋（2015b）では，LIFEREG プロシジャにより，ワイブル分

布のあてはめを試みている．また，人工データではあるが，正規分布，および対数正規分布

を仮定した右側打ち切りデータを含む回帰分析についても解説されている． 

 

  秋山ら（2016）は，左側打ち切り（定量下限未満）を含むデータに対する要約統計量と各種の

統計解析を紹介している．また，高橋（2016）は，正規分布を仮定した左側打ち切り（定量下

限未満）を含むデータについての最尤法について詳しく紹介している．様々な左側打ち切り

の統計解析については，Breen（1996）に広範な事例が紹介されている． 

 

  第 10 節以後は，定例会では割愛した文献データについての追試を含め，打ち切りデータを

含む回帰分析の理論的背景を付け加えた． 

 

  第 10 節では，無料の On-Demad SAS の LIFEREG プロシジャを用い，打ち切りデータを

含む発毛実験データについての解析事例を示す． 

 

  第 11 節では，打ち切りデータを含んだ文献データを用いて，LIFEREG プロシジャ，「寿命

の一変量」，および，Excel のソルバーを用いて，平均値と標準偏差の推定結果を示す． 

 

  第 12 節では，Excel の基本機能のみを用いて，正規分布を仮定した打ち切りデータに対し

て，平均値と標準偏差を求めるための対数尤度関数を定義し，その偏微分式からニュートン・

ラフソン法によるパラメータの推定方法を示す． 

 

  第 13 節では，打ち切りがある発毛データを用いた回帰分析を Excel の基本機能のみを用い

たニュートン・ラフソン法により，回帰パラメータ，および，誤差分散の推定を行う．対数尤

度関数の導出には，第 12 節での偏微分式を活用する方法を示す． 
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1．発毛実験で発生する打ち切りデータ 
 
  マウスを用いた発毛試験データについて黒須（2017）は，種々の解析方法の適用と比較を行

った．発毛試験は，観察を36日目で終了したために，36日目で発毛が観察されない打ち切り

データが含まれている．打ち切り日を含む発毛日のデータに対し，以下のノンパラメトリッ

クの多重比較，パラメトリックな多重比較について検討されている． 

（a）ノンパラメトリック多重比較の方法である Steel 検定， 

（b）観察終了36日目における発毛スコアを用いた Steel 検定， 

（c）Kaplan-Meier 曲線による図示，生存時間解析における Dunnett 型の比較に応じ

た多重性調整 log-rank 検定， 

（d）スコア経時推移の曲線下面積に対するパラメトリックな Dunnett 検定により対

照群と薬剤投与群との群間比較を行う． 

 
スライド 3                              スライド 4 
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１．打ち切りデータの実例
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発毛までの日数

実験の概要

発毛までの日数を測定

試験期間は，36日間

対照群と3用量の群間比較試験

１群当たり10匹

反応変数

36日目までに発毛した場合の日数

36日に発毛していなければ，36日（打ち切りあり）

 
 

  論文は，J-STAGE で公開されており，詳細な実験結果も添付資料となっている．発毛試験

は，マウスの背中を剃毛後，薬剤を塗布しながら 36 日目まで，2～3 日間隔でスコアを計 15

回，経時的に観察し，発毛した面積に応じた発毛スコアで評価している． 

 １：皮膚がピンク色， 

 ２：皮膚が灰色（剃毛部の 30％未満）， 

 ３：皮膚が灰色（剃毛部の 60％未満）または毛が伸長（剃毛部の 30％未満） 

 ４：皮膚が灰色（剃毛部の 60％以上）または毛が伸長（剃毛部の 60％未満） 

 ５：毛が伸長（剃毛部の 60％以上）） 

  表 1 に対照群の 10 匹の観察結果を示す．動物番号 1 のラットは，36 日目で発毛スコア 5

に達している．動物番号 2 のラットは，36 日目で発毛スコア 4 であり，スコア 5 に達してい

ない．スコア 5 に達した日数を発毛した日とするならば，動物番号 2 のラットは，36 日で打
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ち切りデータとなる．ここでの打ち切りデータとは，36 日以後も薬剤を塗布して観察を続け

ているならば，スコア 5 に達する可能性があるが，その日数は不明と解釈される． 

 

表 1  対照群の発毛データ 

 
（低濃度，中濃度，高濃度）は略 

 

  スライド 5 は，低濃度群，中濃度群，高濃度群のデータも含めて発毛日について整理した

表である．対照群の動物番号 1 のラットは，36 日目で発毛スコア 5 に達しているので 36，

動物番号 2 のラットは，36 日目でスコア 5 に達していないので 36＋としている． 

 

スライド 5 
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実験結果・発毛までの日数

実験開始から反復塗布

2～3日毎に発毛状態を観察

36日目で発毛が観察される場合もある

Group 群 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 打ち切り

1 対照群 36 36+ 33 36+ 30 30 36+ 36+ 36+ 33 5匹

2 低濃度 36 28 36 36+ 28 36+ 36+ 28 33 30 3匹

3 中濃度 19 23 26 33 36+ 21 16 26 33 26 1匹

4 高濃度 14 28 12 21 23 14 12 14 26 21 0

36日で発毛（36），36日で発毛せず（36＋）

 
 

  対象群には，36＋が 5 匹いるが，濃度が高くなるにつれて，打ち切りとなるラットは減

り，高濃度群では，全て 36 日以前に発毛が観察されている．スライド 6 に群別に発毛日に

ついての散布図を示す．打ち切りデータは，36 日目で＋の記号で示している． 
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スライド 6 
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発毛までの日数の散布図

 
 

  実験結果に打ち切りデータがなければ，塗布濃度を説明変数 x とした回帰分析，あるいは

シグモイド曲線をあてはめる非線形回帰分析が適用できる．打ち切りデータを便宜的に 36＋

を 37 に読み替えて回帰分析を適用することは形式的には可能ではあるが，対照群，あるいは

低濃度群の発現日数を過小評価することになってしまう． 

 

スライド 7                           スライド 8 
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回帰分析をしたいのだが

36日での打ち切りデータの扱いはどうすれ
ばよいのだろうか．

36日までに発毛したデータだけで回帰分析を
行うしかないのだろうか．

半数が打ち切りられた群があるので，回帰分析
は，あきらめなければならないのだろうか．

なぜ，すべて発毛するまで観察しなかった
のだろうか．
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回帰分析はできる

打ち切りデータを含む回帰分析は，故障・寿
命データの統計解析の分野で確立している．

JMPの「寿命の二変量」を使えば簡単にで
きるようになっている．

ただし，打ち切りデータを含む統計解析の基礎
的な素養を必要とする．

本日は，Excel を用いて，打ち切りデータを
含む統計解析の基礎について学習する．

 
 

  打ち切りデータを含む回帰分析については，寿命あるいは故障データの統計解析では標準

的な解析方法であるが，他の分野に普及しているとは言い難い．SAS の LIFEREG プロシジ

ャを用いれば，打ち切りを含む回帰分析は簡単にできるようになっているが，そのことにつ

いて述べられている日本語の教科書は見当たらない．従って，自ら統計解析を実施している

研究者が，参考となるような教科書あるいは論文がないかぎり，適用することは不可能であ

ろう． 
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  打ち切りデータがある場合の統計解析は，生存時間解析として臨床試験の統計解析の分野

では，よく知られており多くの教科書・論文もあるが，打ち切りデータを含む回帰分析につ

いての記述を見出すことができない． 

 

  SAS の LIFEREG プロシジャでできると述べたが，結果の解釈には相当な統計の素養が必

要であり，一般には推奨することができない．幸い，SAS 社から提供されている JMP の

「寿命の二変量」は．LIFEREG プロシジャに比べ，結果の解釈に役立つ図が多数用意され

ているだけでなく，LIFEREG プロシジャでの対応が困難な課題に対しても包括的な出力結

果を簡単に得ることができる．ただし，打ち切りデータを含む統計解析について基礎的な素

養を必要とするが，推奨できる入門書は全くない．そこで，Excel を用いて，打ち切りデー

タを含む統計解析の基礎の基礎についてレンガを積みがごとく解説し，打ち切りデータを含

む回帰分析について，身近に感じられるようになることを念願している． 
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2．打ち切りデータを考慮した平均値と標準偏差  
 

  実験結果については，何らかの統計量で要約を示すことが一般的である．対照群 10 匹中

5 匹の発毛日が 36＋のような打ち切りデータの場合にどのような要約統計量を示したらよい

のであろうか．打ち切りデータが含まれていなければ，平均と標準偏差は，簡単に計算でき

る．打ち切りデータがごく少数ならば，そのまま使って平均値を「母平均」の推定値として

良いかも知れない．また，報告書に示す統計量としては，中央値と 4 分位範囲を出せば十分

かも知れない． 

 

スライド 10                         スライド 9 

102017.11.18  高橋行雄

２．打ち切りを考慮した統計量

 
92017.11.18  高橋行雄

群ごとの平均値と標準偏差

打ち切りデータが含まれていなければ，平
均と標準偏差は，簡単に推定できる．

打ち切りデータが，ごく少数ならば，そのま
ま使っても，平均値を「母平均」の推定値と
してよいかも．

統計量としては，中央値と4分位範囲を出せ
ば十分かもし知れない．

  
 

  各群の要約統計量の提示ならば，打ち切りデータが含まれていたとしても，統計的に適切

な中央値などを示せばよく，打ち切りデータを考慮した要約統計量などは必要としない．し

かし，2 群間の平均値の差の検定，回帰分析などを行うためには，どのように対応したら良

いのであろうか． 

 

 表 2 打ち切りを 1 とする JMP データセット              スライド 11 

 
112017.11.18  高橋行雄

打ち切りデータを考慮した平均

打ち切りデータを含む各用量群ごとの平均
と標準偏差を求めたい．

JMP「寿命の一変量」を使う
イベントプロット

0

1
2
3

4
5
6

7
8
9

10

ラベル

0 10 20 30 40 50

発毛日
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  そこで，JMP「寿命の一変量」を使って，打ち切りデータを含んだ場合について，平均値

と標準偏差を算出してみる．打ち切りデータであることを明示するために，変数名「打ち切

り」を新たに作成し，打ち切りでなければ 0，打ち切りであれば 1 とする．JMP の「分析」

メニューの中から「信頼性/生存時間解析」を選択し，更に「寿命の一変量」を選択する． 

 

           図 1  JMP の分析メニュー（Ver. 14） 
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  「寿命の一変量」の設定画面では，「発毛日」を Y, イベントまでの時間 に，変数「打ち切

り」を 打ち切り に設定する． 

 

図 2  寿命の一変量 

 

 

  実行するとスライド 11 に示した結果の 「イベントプロット」が表示される．スライド 12

の出力は，分布の比較 の 分布 の欄で 正規 を選択し，スケール の欄で ノンパラメトリ

ック を選択した場合の結果である．さらに，発毛日の X 軸をマウスで 20 日～50 日なるよう

に整形し，確率 Y 軸を 0～1 となるように整形する．図の中の曲線は，累積正規分布およびそ

の 95％信頼区間であり，打ち切りでない発毛日データ（30，30，33，33，36，36）が 〇印で

表示され，5 個の打ち切りデータ 36＋は，図の上方に＋の重なりで示されている． 
 
  累積正規分布の下方にある図は，スケールを ノンパラメトリック から 正規 に変更し

た結果で，打ち切りデータを考慮した正規確率プロットである． 
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スライド 12 

122017.11.18  高橋行雄

対照群に正規分布をあてはめる

スケールを
正規とすれ
ば，打ち切
りデータを
考慮した正
規分位点
プロットとな
る．

分布の比較

分布

ノンパラメトリック

対数正規

Weibull

対数ロジスティック

Frechet

正規

最小極値

ロジスティック

最大極値

指数

対数一般化ガンマ

一般化ガンマ

閾値 対数正規

閾値 Weibull

閾値 対数ロジスティック

閾値 Frechet

DS 対数正規

DS Weibull

DS 対数ロジスティック

DS Frechet

スケール

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

確率

20 25 30 35 40 45 50

発毛日

0.0007

0.004

0.04

0.12

0.35

0.7

0.9

0.97

0.997

0.9994

確率

25 30 35 40 45 50

発毛日

 
 

  スライド 13 には，データが正規分布に従うと仮定した場合の平均値と標準偏差が推定され

ている．打ち切りデータに対しても，正規分布に従うと仮定しているが，どのような方法で 

 

スライド 13 

132017.11.18  高橋行雄

対照群の平均値と標準偏差

パラメータ欄の位置は，平均を意味する．

 ″ 尺度は，標準偏差 ″
平均値 35.835 は，中央値 36 に近い

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
30 30 33 33 36 36+ 36+ 36+ 36+ 36+

パラメトリック推定 – 正規

パラメータ

位置

尺度

平均

推定値

35.835

4.172

35.835

標準誤差

1.623

1.484

1.623

下側95%

32.654

1.264

32.654

上側95%

39.015

7.080

39.015

規準

(-2)*対数尤度

AICc

BIC

35.562677

41.276963

40.167848
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平均と標準偏差を求めているのであろうか．JMP の解説書にも記述がない．どのような方法

なのかわからない場合に，統計ソフトの出力結果を報告書に使うことにためらいが生ずるで

あろう．尺度は標準偏差とスライドで説明はあるが，正しいのであろうか？  平均値は中央

値に近いとあるが，どのような計算方法なのかわからなければ報告書に使うのはためらわれ

る． 

 

  スライド 14 は，プロファイル 出力の 分布プロファイル を整形して，「イベントプロッ

ト」 の下に張り付けた結果である．平均=35.835 と SD=4.172 は，別途上書きしたもので，

JMP の出力結果ではない．これは，単にスライド 12 に示した累積正規分布の代わりに確率

密度曲線をつかった別表現である． 

 

スライド 14 

142017.11.18  高橋行雄

正規分布・確率密度

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

0.53

発毛日

平均=35.835
SD= 4.172  
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3．段階的な学習 
 

  故 芳賀先生は，スライド 16 に示すように「説明は，レンガを積むがごとく段階的に行

い，途中を省略しない」，「途中を省略しなければならないような説明はしない．見栄は張ら

ない」，「統計ソフトの出力結果について Excel で追試できない場合には，その解析結果に

ついて，自信をもって説明できないので，説明を差し控える」ことを繰り返し繰り返し強調

されてた． 

 

スライド 15                          スライド 16 

152017.11.18  高橋行雄

３．段階的な学習

 
162017.11.18  高橋行雄

故・芳賀先生の実践

説明は，レンガを積むがごとく段階的に行い，
途中を省略しない．

途中を省略しなければならないような説明
はしない．見栄は張らない．

統計ソフトの出力結果について Excel で追

試できない場合には，その解析結果につい
て，自信をもって説明できないので，説明を
差し控える．

 
 

  故 芳賀先生の 3 部作，通称グリーン本もこの考え方に貫かれて執筆されている．「Excel で

理論的説明をし，その計算結果が，JMP の出力と一致することを常に確認している」ことが

貫かれている。また，芳賀（2010）では，「不揃いな乱塊法などの実験は，混合効果モデルと

なり，JMP の解析した場合の『REML』の結果は，グリーン本では，Excel で追試できない」

ことを明記している． 

 

スライド 17                         スライド 18 

172017.11.18  高橋行雄

通称グリーン本

グリーン本（医薬品開発のための統計解析・3
部作）レンガを積むがごとく，行間を飛ばさず段
階的な説明がされている．

Excelで理論的説明をし，その計算結果が，
JMPの出力と一致することを常に確認している．

不揃いな乱塊法などの実験は，混合効果モデ
ルとなり，JMPの解析した場合の「REML」の
結果は，グリーン本では，「Excel で追試でき
ない」ことを明記している．

 
182017.11.18  高橋行雄

打ち切りデータを含む統計解析

グリーン本には，含まれていない．

グリーン本で用いている統計解析は，最小
2 乗法を基本としている．

線形モデルの場合には，Linest 関数によ
る回帰分析を主体にしている．

非線形モデルの最小 2 乗法では，ソルバー

を用いて誤差平方和を最小化して，パラ
メータを推定している．
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  打ち切りデータを含む統計解析は，残念ながらグリーン本には，含まれていない．これは，

グリーン本で用いている統計解析は，最小 2 乗法を基本としていること，線形モデルの場合

には，Excel の Linest() 関数による線形回帰分析を主体にしていること，非線形モデルの最小

2 乗法では，ソルバーを用いて誤差平方和を最小化してパラメータを推定している．なお，最

尤法については，2 値反応のグリーン本第 3 部の「第 4 章 ロジスティック回帰分析」で取り

上げられているのみである． 
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4．最小 2 乗法の復習 
 
  打ち切りデータを含む統計解析には，最小 2 乗法でなく最尤法が使われている．最尤法を

理解し，実践するためには段階的な学習が欠かせない．第 1 歩は，最小 2 乗法による各種の

推定を Excel のソルバーを用いて実践することである．高橋（2013），じっくり勉強シリーズ

第 7 回 http://www.scientist-press.com/edit_html/green/seminar7.pdf  では，「統計ソフトが対応し

ていない生物統計の各種の課題を Excel でサクサク解こう」をテーマとした． 

 
スライド 19                                 スライド 20 

192017.11.18  高橋行雄

４．最小2乗法の復習

 
202017.11.18  高橋行雄

じっくり勉強シリーズ 第７回

回帰分析・再入門

統計ソフトが対応していない生物統計の各種の
課題をExcelでサクサク解こう

回帰分析の一歩進んだ活用として逆推定がある．未知検体の測定値 y から
濃度 x を求める場合， 回帰直線が求まれば y から x の点推定値は計算で
きるが，推定精度を知るために必要な信頼区間の 算出方法に触れた資料は
少ない．Y 軸方向の平均値や個別データの 95%信頼区間は多くの統計ソフ
トで計算可能だが，逆推定の個別データの 95%信頼区間までは対応してい
ない．本セッションでは，使 う機会は多いがキチンと解説されているとはいえ
ない回帰分析について，Excel を用いて理解することを目的とする．そのため

に様々な応用が可能な計算の方法をじっくりと解説し，数値例や手順の資料
を提供する．そして，受講者が回帰分析の逆推定や重み付き回帰分析など
の高度の解析を日常的に使いこなせるようになることを願っている．

 
 

  最小 2 乗平均は，算術平均に一致することが知られていて，最小 2 乗平均を求めるために

偏差平方和を最小にするような計算手順は，全く必要ない．しかし，打ち切りデータを含む 

 

スライド 21 

212017.11.18  高橋行雄

偏差平方和

各種の平均値の中で，最もよく使われるの
は「算術平均」である．

最小 2 乗法では，推定平均を μ^ としたと
きに， μ^ と各データとの偏差の合計（偏差
平方和）が最小となるような μ^ を推定する．

最小 2 乗推定量 μ^ は，算術平均値に一
致することが，グリーン本で強調されている．

注） μ^ は，ミュー・ハットと読む．

 

http://www.scientist-press.com/edit_html/green/seminar7.pdf
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データに対して，算術平均を適用することはできない．まず，打ち切りがないデータに対し

て，偏差平方和を最小にするようなある値を推定して，それが算術平均に一致することを確

認するのが，初めの一歩である． 

 

  スライド 22 に示すように，発毛試験の高濃度群の小さい順位に並べたデータ（12，12，14，

14，14，21，21，23，26，28）に対して，最小 2 乗平均を求めてみよう．ある値を「動かすセ

ル」 ˆ 18.5µ = に入力すると，推定値 ŷ の欄に µ̂ =18.5 が，すべてにコピーされている．偏差 e の

欄には， ˆi iy y−  が計算されている．さらに，偏差 e の平方 2e が計算され，それらの和，偏差

平方和が 324.5 と計算されている． 

 

  偏差平方和の下に不偏分散と標準偏差が計算されているが，不偏分散は，偏差平方和を自

由度（n－1）で割ったものであり，標準偏差は，不偏分散の平方根を取ったものである．この

ような Excel の計算シートを作成し，偏差平方和が最小となるように，ある値 µ̂を試行錯誤

的に動かして，ある µ̂の場合に結果が最小になることが確認できれば，それが最小 2 乗法よ

って推定された最小 2 乗平均である． 

 

スライド 22 

222017.11.18  高橋行雄

高用量群： 最小２ 乗平均
推定値 偏差 偏差平方 μ＾

拡散x y y^ e e^2 18.5
0.95 12 18.5 -6.5 42.250 動かすセル
1.05 12 18.5 -6.5 42.250
0.9 14 18.5 -4.5 20.250
1 14 18.5 -4.5 20.250 18.5 0.5

1.1 14 18.5 -4.5 20.250 18.5 1.5
0.95 21 18.5 2.5 6.250 ｙ x
1.05 21 18.5 2.5 6.250
1 23 18.5 4.5 20.250
1 26 18.5 7.5 56.250
1 28 18.5 9.5 90.250

324.500
不偏分散 36.056
標準偏差 6.005

平均値の線

偏差平方和（最小化）
0

5

10

15

20

25

30

0 1 2

 
 

  偏差平方和が最小であることを確認するためには， µ̂を前後に動かして，偏差平方和が最

小になることを確認すればよい．スライド 23 では，18.5 の前後（18.0，19.0）としているが，

（18.49，18.51）の様に狭めても，18.5 の場合の偏差平方和が小さいことが確認できる 
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  この様な探索的な作業は，Excel のソルバーが代行してくれる．偏差平方和の場合には，

目的セルの設定 には，「偏差平方和」のセルを貼り付け，目標値 では 最小値 を選択し，

変数セルの変更 に「 µ̂」のセルを貼り付け，実行する． 

 

スライド 23                          スライド 24 

232017.11.18  高橋行雄

平均を変化させた結果

327.000
μ＾
19

μ＾
18.5 324.500

μ＾
18

327.000

最小値

偏差平方和

標準偏差は，偏差平方和を用いて計算

SD = √ 324.5/(10-1) = 6.005

 
242017.11.18  高橋行雄

ソルバーの使い方

設定：Excelのファイルタブ＞オプション＞ア
ドイン＞ソルバーアドイン

呼び出し：データタブ＞ソルバー

平方和など

最小値 を選択

必要に

応じて選択

 
 

図 3  ソルバーの設定画面 

 
 

  Excel のソルバーによる各種の応用については，芳賀（2004）を参照してもらいたい．私

も，これに刺激を受けて，ソルバーを活用するようになった． 
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5．正規分布の確率密度の活用 
 

  最小 2 乗法は，統計解析の基本であり回帰分析，重回帰分析，分散分析，非線形回帰分析

などで使われている統計解析のための標準的な各種のパラメータ推定のための最も基本的な

考え方である．しかし，データが正規分布に従っていると仮定した場合であっても，その仮

定は全く用いられていない．単に仮定するだけであり，（0，1）反応でベルヌーイ分布に従う

ようなデータでも，正規分布を仮定している最小 2 乗法による回帰分析を何の問題なく適用

できる．このような最小 2 乗法の融通むげ的な柔軟性が，何のためらいもなく汎用的に使わ

れ続けられているのであろう． 

 

  スライド 26 に示すように，打ち切りデータには，偏差平方和が定義できない．まず，打

ち切りのない高濃度群のデータに対して，ある平均値 µ̂  とある標準偏差 σ̂  を持つ正規分

布を想定して，それぞれのデータに対する確率密度を計算してみよう．それぞれのデータの

確率密度の積を考え，確率密度の積を最大にするような µ̂  と σ̂  を推定してみる． 

 

スライド 25                       スライド 26 

252017.11.18  高橋行雄

５．正規分布確の率密度の活用

 
262017.11.18  高橋行雄

最小２乗法とは異なる方法

打ち切りデータには，偏差平方和が定義で
きないので，ある平均値 μ^ とある標準偏
差 σ^ を持つ正規分布を想定して，それぞ
れのデータに対する確率密度を計算する．

それぞれの確率密度の積を考え，確率密度
の積を最大にするような μ^ と σ^ を推定し
てみる．

打ち切りのない高用量群で計算してみる

 

 

  その前に，正規分布の確率密度関数と累積分布関数について復習する．平均値が 0.0µ = で，

標準偏差σ を（1.0，0.5，0.3）と変化させたときに，正規分布の確率密度を計算する．正規分

布の確率密度関数を ( ; , )f x µ σ   とした時に， 1σ = の場合 ( ; 0, 1) 0.399f x = となる．これは，

Excel の関数の Norm.dist() を使うことにより計算できる．標準偏差を 0.5σ = と小さくすると 

( ; 0, 0.5) 0.798f x =   と確率密度は大きくなり，標準偏差を 0.3σ = とすると ( ; 0, 0.3) 1.330f x =

の様に 1 を超える． 
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  スライド 28 に標準偏差σ を（1.0，0.5，0.3）と変化させた場合の確率密度曲線を示す．標

準偏差 1σ = の場合は標準正規であり，標準偏差を小さくすると曲線が尖ってくる．逆に大き

くすると平べったくなる． 

 

スライド 27                               スライド 28 

272017.11.18  高橋行雄

確率密度とは何か

正規分布の確率密度関数 ： f (x) or φ(x)
″ 累積分布関数 ： F (x) or Φ(x)

（下側確率）

μ= 0 0 0 0 0 0
σ= 1 0.5 0.3 1 0.5 0.3

ｘ N(0, 1) N(0, 0.5) N(0, 0.3) N(0, 1) N(0, 0.5) N(0, 0.3)
-1.0 0.242 0.108 0.005 0.159 0.023 0.000
0.0 0.399 0.798 1.330 0.500 0.500 0.500
1.0 0.242 0.108 0.005 0.841 0.977 1.000
3.0 0.004 0.000 0.000 0.999 1.000 1.000

Norm.dist( x, μ，σ，false) Norm.dist( x, μ，σ，true)

確率密度関数  f  (x ) 累積分布関数 F (x)

 
282017.11.18  高橋行雄

正規分布の確率密度関数

σ = 0.3
σ = 0.5
σ = 1.0

面積は 1.0
関数の値は，

確 率ではな
い の で ， 確
率 密 度 と 言
う．

あ る 小 さ な
区 間 と す れ
ば 確 率 と な
る．

 

 

  事象 A が起きる確率を 0.3Ap = ，事象 B が起きる確率を 0.2Bp = とした場合に，互いに独

立の場合に事象 A と事象 B が同時に起きる確率は， 0.3 0.2 0.06A Bp ∩ = × =  の様に確率の積と

なる．正規分布の場合（x-0.001）～（x+0.001）などの様に小さな区間を設定すれば，面積にな

り，その間に起きる確率となる．確率密度は，「確率」ではないが，確率と同様の性質を持っ

ている． 
スライド 29 

292017.11.18  高橋行雄

なぜ 積 なのか

事象 A が起きる確率： 0.3
事象 B が起きる確率： 0.2
互いに独立の場合に，事象 A と 事象 B が

同時に起きる確率 0.3 × 0.2 = 0.06 
（x-0.001）から（x+0.001）などの様に小さな

区間を設定すれば，面積になり，その間に
起きる確率となる．確率密度は，「確率」 で
はないが，確率と同様の性質を持っている．
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  スライド 30 に高濃度群の 10 匹の発毛日についての正規分布の確率密度の積の計算結果を

示す．表の右端では，平均 ˆ 18.5µ = ， ˆ 3σ = とした場合に発毛日 1 12y = の確率密度は，

1 (12,18.5, 3) 0.0127L f= = と計算されている．それらの 10 個の積は， 

10 10 17
1 1

( ,18.5, 3) 2.56 10i ii i
L L f y −

= =
= = = ×∏ ∏  

であり，対数を取ると 17ln ln(2.56 10 ) 38.20L −= × = − となる．この ln( ln L=積） を最大化するよう

に，平均 µ̂ ，標準偏差 σ̂ を変化させてソルバーで ln L を最大化させると ln 31.59L = − ，

141.91 10L −= × となり， ˆ 18.5µ = ， ˆ 5.696σ = が得られる． 

 

  スライド 30 の正規分布をあてはめたグラフは， ˆ 18.5µ = ， ˆ 5.696σ = として発毛日を 0 から

40 まで小さな刻みで正規分布の確率密度を Excel シートの下方で計算した表を用いて線グラ

フ化したものである． 

 

  X 軸上の発毛日の〇印は，Y 軸の値を 0.002 とし X 軸を発毛日でプロットしたものである．

同じ発毛日が重ならないように発毛日を微調整している．確率密度曲線上の〇印は，微調整

した発毛日を X 軸，それぞれの発毛日の確率密度を Y 軸としてプロットしたものである． 

 

スライド 30 

302017.11.18  高橋行雄

高用量群： 確率密度の積

ソルバーで ln（積）を最大化

μ^= 18.500 25 18.5
σ^= 5.696 5.696 3

水平y 拡散ｘ 発毛日y 確率密度 確率密度 確率密度
0.002 11.8 12 0.0365 0.0052 0.0127
0.002 12.2 12 0.0365 0.0052 0.0127
0.002 13.6 14 0.0513 0.0109 0.0432
0.002 14 14 0.0513 0.0109 0.0432
0.002 14.4 14 0.0513 0.0109 0.0432
0.002 20.8 21  0.0636 0.0547 0.0940
0.002 21.2 21  0.0636 0.0547 0.0940
0.002 23 23  0.0513 0.0658 0.0432
0.002 26 26  0.0294 0.0690 0.0058
0.002 28 28  0.0174 0.0610 0.0009

積 1.91E-14 2.85E-17 2.56E-17
ln(積） -31.59 -38.10 -38.20

平均 18.500
6.005   =STDEV.S(B5:B14) 正規分布の確率密度

P.標準偏差 5.696   =STDEV.P(B5:B14)         =NORM.DIST(yi , μ^, σ^, FALSE)

 S.標準偏差
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0.04
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0.08

0 5 10 15 20 25 30 35 40
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  スライド 31 は，標準偏差は 5.686 のままで，平均を 25 と大きくした場合で，発毛日 12

の場合の確率密度が 0.0052 と小さくなっている．発毛日 28 の場合は確率密度が 0.0172 から

0.0610 と大きくなっているが，確率密度の積は 172.85 10L −= × と小さくなっている． 

 

スライド 30 再掲                            スライド 31 

302017.11.18  高橋行雄

高用量群： 確率密度の積

ソルバーで ln（積）を最大化

μ^= 18.500 25 18.5
σ^= 5.696 5.696 3

水平y 拡散ｘ 発毛日y 確率密度 確率密度 確率密度
0.002 11.8 12 0.0365 0.0052 0.0127
0.002 12.2 12 0.0365 0.0052 0.0127
0.002 13.6 14 0.0513 0.0109 0.0432
0.002 14 14 0.0513 0.0109 0.0432
0.002 14.4 14 0.0513 0.0109 0.0432
0.002 20.8 21  0.0636 0.0547 0.0940
0.002 21.2 21  0.0636 0.0547 0.0940
0.002 23 23  0.0513 0.0658 0.0432
0.002 26 26  0.0294 0.0690 0.0058
0.002 28 28  0.0174 0.0610 0.0009

積 1.91E-14 2.85E-17 2.56E-17
ln(積） -31.59 -38.10 -38.20

平均 18.500
6.005   =STDEV.S(B5:B14) 正規分布の確率密度

P.標準偏差 5.696   =STDEV.P(B5:B14)         =NORM.DIST(yi , μ^, σ^, FALSE)

 S.標準偏差

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0 5 10 15 20 25 30 35 40

 
312017.11.18  高橋行雄

平均 μ^ を大きいほうに移動

μ^= 25.000 25 18.5
σ^= 5.696 5.696 3

水平y 拡散ｘ 発毛日y 確率密度 確率密度 確率密度
0.002 11.8 12 0.0052 0.0052 0.0127
0.002 12.2 12 0.0052 0.0052 0.0127
0.002 13.6 14 0.0109 0.0109 0.0432
0.002 14 14 0.0109 0.0109 0.0432
0.002 14.4 14 0.0109 0.0109 0.0432
0.002 20.8 21  0.0547 0.0547 0.0940
0.002 21.2 21  0.0547 0.0547 0.0940
0.002 23 23  0.0658 0.0658 0.0432
0.002 26 26  0.0690 0.0690 0.0058
0.002 28 28  0.0610 0.0610 0.0009

積 2.85E-17 2.85E-17 2.56E-17
ln(積） -38.10 -38.10 -38.20

平均 18.500
6.005   =STDEV.S(B5:B14) 正規分布の確率密度

P.標準偏差 5.696   =STDEV.P(B5:B14)         =NORM.DIST(yi , μ^, σ^, FALSE)

 S.標準偏差
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0.03
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左側の点の確率密度が小さくなる

 

 

  スライド 32 は，平均は 18.5 のままで，標準偏差を 3 と小さくした場合であり，発毛日 21

日の確率密度は 0.940 と 0.0636 より大きくなるが，確率密度の積は 172.56 10L −= × と小さく

なっている．スライド 33 は，平均は 18.5 のままで，標準偏差を 10 と大きくした場合であ

り，確率密度曲線は平坦化し，確率密度も小さくなっていて，確率密度の積は， 152.02L −=

と小さくなる． 

 

スライド 32                        スライド 33 

322017.11.18  高橋行雄

標準偏差を小さく
μ^= 18.500 25 18.5
σ^= 3.000 5.696 3

水平y 拡散ｘ 発毛日y 確率密度 確率密度 確率密度
0.002 11.8 12 0.0127 0.0052 0.0127
0.002 12.2 12 0.0127 0.0052 0.0127
0.002 13.6 14 0.0432 0.0109 0.0432
0.002 14 14 0.0432 0.0109 0.0432
0.002 14.4 14 0.0432 0.0109 0.0432
0.002 20.8 21  0.0940 0.0547 0.0940
0.002 21.2 21  0.0940 0.0547 0.0940
0.002 23 23  0.0432 0.0658 0.0432
0.002 26 26  0.0058 0.0690 0.0058
0.002 28 28  0.0009 0.0610 0.0009

積 2.56E-17 2.85E-17 2.56E-17
ln(積） -38.20 -38.10 -38.20

平均 18.500
6.005   =STDEV.S(B5:B14) 正規分布の確率密度

P.標準偏差 5.696   =STDEV.P(B5:B14)         =NORM.DIST(yi , μ^, σ^, FALSE)

 S.標準偏差
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確率密度が小さい両裾に移動

 
332017.11.18  高橋行雄

標準偏差を大きく
μ^= 18.500 25 18.5
σ^= 10.000 5.696 3

水平y 拡散ｘ 発毛日y 確率密度 確率密度 確率密度
0.002 11.8 12 0.0323 0.0052 0.0127
0.002 12.2 12 0.0323 0.0052 0.0127
0.002 13.6 14 0.0361 0.0109 0.0432
0.002 14 14 0.0361 0.0109 0.0432
0.002 14.4 14 0.0361 0.0109 0.0432
0.002 20.8 21  0.0387 0.0547 0.0940
0.002 21.2 21  0.0387 0.0547 0.0940
0.002 23 23  0.0361 0.0658 0.0432
0.002 26 26  0.0301 0.0690 0.0058
0.002 28 28  0.0254 0.0610 0.0009

積 2.02E-15 2.85E-17 2.56E-17
ln(積） -33.84 -38.10 -38.20

平均 18.500
6.005   =STDEV.S(B5:B14) 正規分布の確率密度

P.標準偏差 5.696   =STDEV.P(B5:B14)         =NORM.DIST(yi , μ^, σ^, FALSE)

 S.標準偏差
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  スライド 34 は，正規分布のパラメータと確率密度の積についてこれまで比較した結果を

まとめたものである．確率密度の積を最大化する平均は，算術平均 1 8.5 に一致するが，標

準偏差は 5.696 と通常の方法 
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2
1
( ) 324.5ˆ 6.005

1 9

n
ii

y y
n

σ =
−

= = =
−

∑  

で計算された 6.005 に一致しない． 

  推定された 5.696 は，偏差平方和を自由度（ 1n − ）で割るのではなく， 

2
1
( ) 324.5 5.696

10

n
ii

y y
n

σ =
−

= = =∑
  

とデータ数 n  で割った結果となる．これは，得られたデータを「母集団」と見なした標準偏差

となっている． 

 

スライド 34 

342017.11.18  高橋行雄

確率密度の ln（積）の最大化

最大値

σ＾ は， SD = √ 324.5/10 = 5.696 に等しい

偏差平方和/データ数 n

μ^= 18.500 25 18.5
σ^= 5.696 5.696 3

積 1.91E-14 2.85E-17 2.56E-17
ln(積） -31.59 -38.10 -38.20

平均 18.500
6.005   =STDEV.S(B5:B14)

P.標準偏差 5.696   =STDEV.P(B5:B14)

 S.標準偏差

 
   

  Excel の関数 Stdv.s() の s は，標本 sample（標本）の意味で，データが母集団からサンプ

リングされたと仮定する場合で，標準偏差を計算する場合に母平均が不明なので，サンプリ

ングされた平均 y で代用している．そのため，平均からの差のデータは，自由度が 1 減るの

で 1n −  で割り算をしている．Stdv.p() の p は，population（母集団）の意味で，10 個のデー

タそのものを母集団とみなした場合であり y は母平均 µと等しくなり，自由度の減少を考慮

する必要がなくなる． 
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6．正規分布の上側確率の活用 
 

  スライド 36 に示すように対照群では，発毛日が観察されたのは，5 匹で（30，30，33，33，

36 日）である．残りの 5 匹は 36 日には発毛が観察されなかったので（36+）と表記する．中

央値は，36 と 36+の間なので，36+を 37 とみなせば，36.5 となり，観察を続けて発毛日が得

新た場合でも同じであり正確である．しかし，四分位範囲は，（32.5，36+）と苦し紛れの結果

となる 

スライド 35                    スライド 36 

352017.11.18  高橋行雄

６．正規分布の上側確率の活用

 
362017.11.18  高橋行雄

対照群のデータ

対照群では，発毛日が観察されたのは5匹
で（30，30，33，33，36），残りの5匹は36日
（36+）には発毛が観察されなかった（36+）．

中央値は，36と36+の間なので，36+を37と
みなせば，36.5 となる．

四分位範囲は，（32.5，36+）と苦し紛れの
結果となる．

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
30 30 33 33 36 36+ 36+ 36+ 36+ 36+

 

 

  データが正規分布に従うと仮定した場合に，打ち切りデータがない場合には，正規分布の

確率密度を用いて最尤法によって平均と標準偏差を推定した．しかし，打ち切りデータがあ

る場合には，この考え方を使うことができない．打ち切りデータ 36+ の場合は，発毛日が 

 

スライド 37 

372017.11.18  高橋行雄

打ち切りデータの取り扱いの基本

データが正規分布に従うと仮定する．

正規分布のパラメータは，平均 μ と標準偏
差 σ である．

観測されたデータは，正規分布の確率密度
としたのだが，36+ の場合は，発現日が36
日以上のどこかなので，確率で考えると36
日の右側全体，すなわち正規分布の上側
確率とするのが妥当であろう．

 
 



 
 

24 
 

36 日以上であることは確かであるが，何日目であるかはわからない．この場合に，確率で

考えると正規分布の 36 日以上は，正規分布の右側全体，すなわち正規分布の上側確率とす

るのが妥当であろう． 

 

  対照群の場合について平均を 36.5，標準偏差を 5 とした場合の上側確率をスライド 38 に示

す．Excel の正規分布の分布関数は，下側確率を計算するので上側確率は，1 から引けばよい．

上側確率は，1 Norm.dist(36, 36.5, 5, ) 0.5398true− = と計算されている．発毛日が 36＋のデータ

は 5 匹なので，それらの積は， 24.58 10−× であり，（30，30，33，33，36）の確率密度の積は，

73.64 10−× である．それらの積の積は， 2 7 8(4.58 10 ) (3.64 10 ) 1.67 10− − −× × × = × と計算されている．

その対数は， 8ln(1.67 10 ) 17.91−× = − となる． 

 

スライド 38 

382017.11.18  高橋行雄

対照群：確率密度と上側確率

μ^=36.5
σ^= 5

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

20 25 30 35 40 45 50

μ^= 36.500
σ^= 5.000

水平y 拡散ｘ 発毛日 確率密度 上側確率
0.002 29.8 30 0.0343
0.002 30.2 30 0.0343
0.002 32.8 33 0.0625
0.002 33.2 33 0.0625
0.002 36 36 0.0794
0.002 36 + 0.5398
0.002 36 + 0.5398
0.002 36 + 0.5398
0.002 36 + 0.5398
0.002 36 + 0.5398

積 3.64E-07 4.58E-02
積の積

ln（積の積） -17.91
1.67E-08

上側確率： １ – Norm.Dist( xi , μ^, σ^, true)

 
 

  スライド 40 に示すように，ln（積の積）を最大化するためにソルバーで ˆ 36.5µ = と ˆ 5σ =

を変化させると， ˆ 35.835µ = と ˆ 4.172σ = となり積の積は 81.90 10−× と 81.67 10−× と大きくなる 

 

  スライド 41 に示すように，平均値を 32.5 と小さいほうに動かすと上側確率が小さくなり，

積の積は 91.26 10−× と小さくなる．スライド 42 に示すように，標準偏差を 10 と大きくすると

確率密度が全体的に小さくなり，積の積は 91.94 10−× と小さくなる． 
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スライド 39                       スライド 40 

392017.11.18  高橋行雄

積の積について自然対数

（確率密度の積） と （上側確率の積） の積
を計算し，その自然対数を取る．

 ln（積の積）を最大化するように，ソルバー
で μ^=36.5 と σ^=5 を変化させる．

注） 定量限界値がある場合には，左側確率
が使われている．

故障・寿命データの場合には，ワイブル分
布が使われているが，考え方は同じである．

 
402017.11.18  高橋行雄

Ln（積の積）の最大化
μ^= 35.835
σ^= 4.172

水平y 拡散ｘ 発毛日 確率密度 上側確率
0.002 29.8 30 0.0360
0.002 30.2 30 0.0360
0.002 32.8 33 0.0759
0.002 33.2 33 0.0759
0.002 36 36 0.0956
0.002 36 + 0.4842
0.002 36 + 0.4842
0.002 36 + 0.4842
0.002 36 + 0.4842
0.002 36 + 0.4842

積 7.12E-07 2.66E-02
積の積

ln（積の積） -17.78
1.90E-08
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μ^=35.835
σ^= 4.172

ソルバーで，ln（積の積）を最大化する
ように，μ^ と σ^ を変化させる．

 

 

スライド 41                     スライド 42 

412017.11.18  高橋行雄

平均値を小さいほうに動かす
μ^= 32.500
σ^= 4.172

水平y 拡散ｘ 発毛日 確率密度 上側確率
0.002 29.8 30 0.0799
0.002 30.2 30 0.0799
0.002 32.8 33 0.0949
0.002 33.2 33 0.0949
0.002 36 36 0.0673
0.002 36 + 0.2007
0.002 36 + 0.2007
0.002 36 + 0.2007
0.002 36 + 0.2007
0.002 36 + 0.2007

積 3.87E-06 3.26E-04
積の積

ln（積の積） -20.49
1.26E-09

上側確率が小さくなる

 
422017.11.18  高橋行雄

標準偏差を大きくする
μ^= 35.835
σ^= 10.000

水平y 拡散ｘ 発毛日 確率密度 上側確率
0.002 29.8 30 0.0337
0.002 30.2 30 0.0337
0.002 32.8 33 0.0383
0.002 33.2 33 0.0383
0.002 36 36 0.0399
0.002 36 + 0.4934
0.002 36 + 0.4934
0.002 36 + 0.4934
0.002 36 + 0.4934
0.002 36 + 0.4934

積 6.63E-08 2.92E-02
積の積

ln（積の積） -20.06
1.94E-09

確率密度が全体的に小さくなる

 

 

  JMP の寿命の一変量で計算した対照群の結果をスライド 43 に再掲する．Excel で計算され

た ˆ 35.835µ = ， ˆ 4.172σ =  と完全に一致する． 

 

スライド 43 

432017.11.18  高橋行雄

JMPの結果（再掲）

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

.
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0.53

発毛日

平均=35.835
SD= 4.172  
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  Excel のソルバーで積の積の対数を最大化した結果に対して，平均値と標準偏差を変化させ

た場合をスライド 44 に示す．平均が 35.854，標準偏差が 4.172 の場合に ln( ) 17.78× = −積 積

であるが，表の中央に示すように標準偏差を 5 とすると ln( ) 17.92× = −積 積  と小さくなる．

表の左に示すように平均を 36.5 と大きくすると ln( ) 17.89× = −積 積  と小さくなることがわ

かる． 

スライド 44 

442017.11.18  高橋行雄

ln（積の積）が最大であることの確認

最大値

μ^= 35.835 35.835 36.500
σ^= 4.172 5.000 4.172

発毛日 確率密度 上側確率 確率密度 上側確率 確率密度 上側確率
30 0.0360 0.0404 0.0284
30 0.0360 0.0404 0.0284
33 0.0759 0.0679 0.0673
33 0.0759 0.0679 0.0673
36 0.0956 0.0797 0.0949
36 + 0.4842 0.4868 0.5477
36 + 0.4842 0.4868 0.5477
36 + 0.4842 0.4868 0.5477
36 + 0.4842 0.4868 0.5477
36 + 0.4842 0.4868 0.5477

積 7.12E-07 2.66E-02 6.00E-07 2.73E-02 3.47E-07 4.93E-02
積の積

ln（積の積） -17.78 -17.92 -17.89
1.90E-08 1.64E-08 1.71E-08

 
 

  スライド 45 に示すように，中濃度の場合は，打ち切りが 1 匹であり，積の積の対数を最

大化するのは， ˆ 26.202µ = と ˆ 6.761σ = である． 

 

スライド 45 

452017.11.18  高橋行雄

中用量群： 打ち切りが１匹

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0 10 20 30 40 50

μ^= 26.202
σ^= 6.761

水平y 拡散ｘ 発毛日 確率密度 上側確率
0.002 16 16 0.0189
0.002 19 19 0.0335
0.002 21 21 0.0439
0.002 23 23 0.0527
0.002 25.6 26 0.0590
0.002 26 26  0.0590
0.002 26.4 26  0.0590
0.002 32.8 33  0.0356
0.002 33.2 33  0.0356
0.002 36 36 + 0.0736

積 3.81E-13 7.36E-02
積の積

ln（積の積） -31.21
2.80E-14 μ^=26.202

σ^= 6.761
平均 25.900

6.506   =STDEV.S(B5:B14)
P.標準偏差 6.172   =STDEV.P(B5:B14)
 S.標準偏差

算術平均は，25.5 と過少評価となる
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  JMP の「一変量の分布」の場合は，群ごとに計算するのが基本であるが，群を指定する機

能もあり，一括して平均値（位置）と尺度（標準偏差）を推定することができる．Cont 群の

平均（位置）は，35.835 日，標準偏差（尺度）は，4.172 日であり，左の散布図上に各群の正

規分布の累積分布関数が重ね書きされていて，右端が Cont 群である． 

 

  スライド 45 で示した Excel で計算した中用量 Mid 群の平均 26.202 日，標準偏差 6.761 日に

ついても再現されている． 

 

図 4  JMP の寿命の一変量による累積正規分布のあてはめと統計量 
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7．打ち切りを含む回帰分析 
 

  対照群を 1，低濃度群を 2，中濃度群を 3，高濃度群を 4 として，打ち切りをデータ含む回

帰分析に拡張してみよう．打ち切りがなければ JMP の「二変量の関係」を使うことにより容

易に計算できる．芳賀のグリー本では，Linest 関数を用いた回帰分析を標準としているが，

Excel のソルバーを用いてもスライド 47 に示す手順によって最小 2 乗法による回帰パラメー

タを推定することができる． 

スライド 46                         スライド 47 

462017.11.18  高橋行雄

７．打ち切りを含む回帰分析

 
472017.11.18  高橋行雄

最小２乗法による回帰分析

切片と傾きを （β0 ， β1 ）

データを （x1，y1），．．．， （xn，yn）とする．

yi^ = β0^ + β1^ xi

偏差平方和： SS = Σ （ yi －yi^）2 を最小化
するような （β0^，β1^）を求める．

なお，Excel の Linest 関数でも簡単に計
算できる．

 

 

  スライド 48 に打ち切りデータを全て 36 日とした場合の JMP の「二変量の関係」を用い

た結果を示す． 

 

スライド 48 

482017.11.18  高橋行雄

JMPの二変量の関係

打ち切りを無視し，そのままの発現日を
データとして使用．

回帰直線の勾配は，平坦化する．

10

20

30

40

1 2 3 4

Group

発毛日 = 41.3 - 5.39*Group
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  得られた回帰直線は， 41.3 5.39y x= − であり，直線の勾配の t 統計量は， 7.47slopet = − と高

度に有意な結果となっているが，実験を継続して全ての発現日が得られたとした場合にくら

べ，勾配は平坦化の方向へのバイアスとなる． 

 

  群ごとの平均と標準偏差の推定に，正規分布の確率密度の積を最大化する方法を示してき

た．打ち切りデータに対しては，正規分布の上側確率とし，確率密度の積と上側確率の積の

積を最大化してきた．回帰分析の場合も同様に，推定値 ˆiy を平均とみなした正規分布を考え

る． 

 

スライド 49 

492017.11.18  高橋行雄

打ち切りデータを含む回帰分析

群ごとの平均と標準偏差の推定に，正規分
布の確率密度の積を最大化する方法を示し
てきた．

打ち切りデータに対しては，正規分布の上
側確率とし，確率密度の積と上側確率の積
の積を最大化してきた．

回帰分析の場合も同様に，推定値 yi^ を平
均とみなした正規分布を考える．

 
 

  スライド 50 に一般的な回帰分析を Excel のソルバーを使うことを前提にした回帰パラメー

タの推定法方法を示した．打ち切りがある場合には，打ち切られた発毛日 iy について回帰パ 

 

スライド 50                        スライド 51 

502017.11.18  高橋行雄

Excel での対応 1
データを （x1，y1，δ1），．．．， （xn，yn，δｎ）

とする．

観測データあり： δi = 0
打ち切るデータ： δi = 1

回帰係数の初期値 β0＾， β1＾，σ＾ に適当
な値を設定する．

回帰の推定値の計算： yi＾ = β0＾ + β1＾ xi

 yi＾ を平均値とみなしてyi に対する確率密

度を計算する．

 
512017.11.18  高橋行雄

Excel での対応 2
δi の値により正規分布の確率密度か上側確

率を選択し計算する．

 δi = 0 ： Norm.dist（ yi ， yi＾， σ＾，false）

 δi = 1 ： 1 - Norm.dist（ yi ， yi＾， σ＾，true）

これらの対数を取り，全ての i について加える．

 群平均の場合は，全ての積を計算し，その対数
を計算したが，それぞれについて対数を取り，加
えたほうが，計算精度の面から望ましい．
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ラメータを用いて推定された 0 1
ˆ ˆˆi iy xβ β= +   を正規分布の平均 µ̂，標準偏差 σ̂ とした場合に 

iy  に対する上側確率を求め，打ち切りでなければ，確率密度を求め，それらすべての積の積

の対数（それぞれの対数の和）を計算する． 

 

  未知のパラメータとして，切片 0β̂ ，傾き 1̂β ，標準偏差 σ̂ を動かして，（上側確率の積）×

（確率密度の積）を最大化させる．一群の場合は，平均 µ̂と標準偏差σ̂ の 2 つのパラメータ

であったが，回帰分析の場合は，平均 µ̂の代わりに 0 1
ˆ ˆˆi iy xβ β= +  を使う． 

 

  スライド 52 にこの考え方に沿った Excel の計算シートを示す．対照群での打ち切りデータ

36＋は，回帰直線の推定値 38.334 に比べ小さいので，上側確率は， 

ˆ ˆ1 (36; , ) 1 (36; 33.334, 5.889) 0.654iF y Fσ− = − =  

と 0.5 よりも大きくなっている．表の中ほどの中濃度 Group=3 での 36＋は，推定値が

25.695 であるので，正規分布の右裾部分であり  

ˆ ˆ1 (36; , ) 1 (36; 25.895, 5.889) 0.040iF y Fσ− = − =  

と小さくなっている． 

  打ち切りでないデータの場合は，確率密度であり，対照群の 30 は， 

ˆ ˆ(30; , ) (30; 25.895, 5.889) 0.025if y fσ = =  

として計算されている． 

 

スライド 52 

522017.11.18  高橋行雄

Excel による回帰分析のシート

4.00 High 9 4 26 0 19.375 0.036  -3.325
4.00 High 2 4 28 0 19.375 0.023  -3.764

β0 ^= 44.654

β1 ^= -6.320 対数の和
σ^ = 5.889 -105.845

拡散ｘ 群 No Group 発毛日 打ち切り ｙ^ 確率密度 上側確率 対数
0.90 Cont 2 1 36 1 38.334  0.654 -0.425
0.95 Cont 4 1 36 1 38.334  0.654 -0.425
1.05 Cont 7 1 36 1 38.334  0.654 -0.425
1.10 Cont 8 1 36 1 38.334  0.654 -0.425
1.15 Cont 9 1 36 1 38.334  0.654 -0.425
1.98 Low 4 2 36 1 32.015  0.249 -1.389
2.00 Low 6 2 36 1 32.015  0.249 -1.389
2.05 Low 7 2 36 1 32.015  0.249 -1.389
3.00 Mid 5 3 36 1 25.695  0.040 -3.217
0.99 Cont 5 1 30 0 38.334 0.025  -3.693
1.01 Cont 6 1 30 0 38.334 0.025  -3.693
0.99 Cont 3 1 33 0 38.334 0.045  -3.102
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  スライド 53 に示すようにパラメータの初期値として，切片 0
ˆ 40β = ，傾き 1̂ 5β = − ，標準偏

差 ˆ 5σ = とした場合の対数の和は ln 108.811L = −   と計算されている．対数の和を最大にする

ようにソルバーで切片 0β̂ ，傾き 1̂β ，標準偏差 σ̂ を動かすと対数の和は ln 105.849L = −  と大

きくなる．Excel の結果が正しいか JMP を使って検証する． 

 

スライド 53 

532017.11.18  高橋行雄

打ち切りを考慮した回帰分析
初期値 対数の和を最大化

β0 ^= 44.654

β1 ^= -6.320 対数の和
σ^ = 5.889 -105.845

β0 ^= 40.000

β1 ^= -5.000 対数の和
σ^ = 5.000 -108.811

 
 

 

  スライド 54 に JMP の寿命の二変量を使った結果を示す．使い方の詳細は，39 ページ以後

で示すので，ここでは結果のみを用いる．散布図上の△印が打ち切りデータであり，●印が

発毛日の観察がされている場合である．求められた傾きは 6.32− と打ち切りを無視したスライ

ド 48 での 5.38− よりも急勾配となっている． 

スライド 48：打ち切りを無視   ˆ 41.3 5.38iy x= −  

スライド 53：打ち切りを考慮   ˆ 44.7 6.32iy x= −  

  



 
 

32 
 

スライド 54 

542017.11.18  高橋行雄

JMP「寿命の二変量」散布図

打ち切りデー
タを含む回帰
分析．誤差分
布に正規分布
を設定．△が
打ち切りデー
タとして考慮さ
れている．

散布図
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発毛日
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Group

Weibull

対数正規

対数ロジスティック

Frechet

指数

最小極値

正規

ロジスティック

最大極値

打ち切りを考慮した回帰分析．

直線の勾配は， －6.32 傾きが急になる．

 
 

  スライド 55 に回帰パラメータの推定値を示す．切片 0
ˆ 44.654β = ，傾き 1̂ 6.320β = − ，標準

偏差 ˆ 5.889σ = となり，スライド 52 の Excel のソルバーの結果と一致している． 

 

スライド 55 

552017.11.18  高橋行雄

JMP「寿命の二変量」推定値

通常の回帰分析の結果につきものの t 値と
P 値が出力されない．

標準偏差 σ も同時に推定されている．
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  通常の回帰分析の結果に付きものの t 値と P 値は，母集団データと見なしているので出力

されない．その代わりに，95％信頼区間が出力されている．この計算のために信頼限界値は，

標準正規分布の両側 5％点である 1.96 が用いられている． 

 

  「寿命の二変量」では，代わりの統計量として対数尤度を用いた尤度比検定が用いられて

いる．これまで，（確率密度の積）×（上側確率の積）の対数，または，それぞれの対数の和な

どと述べていたのであるが，統計用語では対数尤度と称されている．スライド 56 には， 2−（ ）

対数尤度は，パラメータを変化させ最大化した対数尤度の負を 2 倍したものである． 

 

  スライド 53 の対数の和を最大化した場合に 105.845- が得られているので 2−（ ）倍すると

216.690 となる．スライド 56 では，「モデル」の欄の「回帰」の行にある 211.69 に等しい．「効

果なし」は，群番号を無視した場合，すなわち，パラメータとして総平均と標準偏差の 2 つ

を用いた場合の 2−（ ）倍の対数尤度 = 245.7339 である． 

 

スライド 56 

562017.11.18  高橋行雄

代わりの統計量：（-2）対数尤度

 これまでのExcel の計算シートでは，ln（積の積） と表記してい
たが，対数尤度が一般的な用語である．

 「効果なし」は，全体平均のあてはめ

 「別々の位置」は，群ごとの平均値を用いた場合

 「別々の位置と尺度」は，群毎の平均と標準偏差を用いた場合
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  スライド 57 の「モデル比較の検定」の説明の欄の「効果なし vs．回帰」の「尤度比カイ

2 乗」欄 34.0439 は，効果なしの 2−（ ）倍の対数尤度から回帰の 2−（ ）倍の対数尤度を引いた結

果である． 

尤度比カイ 2 乗＝ 245.7339 211.69 34.044− =  

  パラメータ数についても，効果なしの 2 パラメータから回帰のパラメータ数 3 と 1 増えて

いる．この増分が自由度となり， 2−（ ）倍の対数尤度の差が自由度 1 のカイ 2 乗分布に従うこ

とを利用して検定が行える．「効果なし」は，全ての群をプールして総平均と標準偏差を推定

した場合であり，「回帰」は，回帰直線上の推定値を平均とし，各群に共通の標準偏差を推定

した場合である．したがって，「効果なし vs．回帰」は，実験データに対して回帰直線のあて

はめに対し，統計的に意味があるかの検定統計量となっている． 

 

スライド 57 

572017.11.18  高橋行雄

尤度比検定

 「効果なし ｖｓ．回帰」 は，それぞれの （-2）対数尤度の差であ
り，これが，カイ2乗分布に従うことから検定を行っている．

モデル (-2)*対数尤
パラ

メータ数
差

自由度
差

カイ2乗
P値

効果なし 245.734 2 34.044 1 0.0000
回帰 211.690 3 基準 基準   - 
別々の位置 209.753 5 1.937 2 0.3796
別々の位置と尺度 208.191 8 1.562 3 0.6682

 
 

  スライド 58 に示すように，「別々の位置」は，回帰直線のあてはめではなく，各群の平均

を通る折れ線のあてはめで，共通の標準偏差を推定している．したがって，「回帰 vs. 別々

の位置」は，回帰直線のあてはめに対して直線以外の別の曲線のあてはめの可能性について

の検定統計量となっている． 

 

  2−（ ）倍の対数尤度の差 1,937 が，自由度 2 のカイ 2 乗分布に従うことから，統計的には有

意ではなく，直線以外の曲線のあてはめの可能性がないことが示されている． 
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  「別々の位置と尺度」は，各群の平均と標準偏差を別々に推定した場合であり，「別々の

位置 vs. 別々の位置と尺度」は，各群の標準偏差が異なるかの検定統計量となっている．

2−（ ）倍の対数尤度の差 1.561 が，自由度 3 のカイ 2 乗分布に従うことから，統計的には有意

ではなく，各群に共通な標準偏差をあてはめることが支持されている． 

 

スライド 58 

582017.11.18  高橋行雄

尤度比検定の使い方

（1） p<0.0001 なので，傾きが有意と判定

（2） 別々の群平均（ σ は共通）を考える

必要はない．

（3） 群ごとの σ を考える必要はない．

（1）

（2）

（3）
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8．JMP の出力を Excel で活用 
 

  現実の問題に対して統計ソフトを活用することは当然のことではある．しかし，統計ソフ

トの結果だけを使えれば，どのような考え方で計算されているかまでは理解する必要がない

のではないか，理解しようとしても関連する成書でも理論の説明はあっても数値計算の事例

は，統計ソフトの結果が示されるだけで，理論と実際の間に大きな断絶が存在し，統計ソフ

トの使い方さえわかれば良いのではないのだろうか．このような考え方は，多くの実務家の

共通の思いかもしれない．そのために，だれもが使えるオープンな Excel を使い，新しい統計

的方法の導入を試み，統計ソフトを適切に活用できるような配慮をしてきた． 

 

  統計ソフトは，多くの要望に応えるように日々進歩しているが，対応できていない課題も

ある．そのような課題に対して，すべて Excel で解決しようとするのではなく，統計ソフトの

一部の計算結果を活用することによって，課題を解決できる．一例として，回帰直線の 95%

信頼区間の問題を取り上げる． 

 

  回帰直線を引いただけでは，結果の表示として不十分である．「二変量の関係」で，回帰直

線の 95%信頼区間の場合と同様に，打ち切りがある場合の回帰直線の 95％信頼区間を表示し

たいが，JMP「寿命の二変量」では，回帰直線の 95％信頼区間の出力は現在のない．そこで，

JMP の分散共分散行列を Excel に取り込み回帰直線の 95％信頼区間を計算してみよう． 

 

スライド 59                     スライド 60 

592017.11.18  高橋行雄

８．JMPの出力を Excel で活用

 
602017.11.18  高橋行雄

回帰直線の95％信頼区間

回帰直線を引いただけでは，不十分である．

打ち切りがある場合の回帰直線の95％信
頼区間を表示したい．

JMP 「寿命の二変量」では，回帰直線の
95％信頼区間の出力はない．

JMPの分散共分散行列を Excel に取り込
み回帰直線の95％信頼区間を計算し，表
示する．

 
 

  回帰直線の 95%信頼区間を描くためには，回帰パラメータの分散と共分散を必要とする．

JMP の出力に「共分散行列」がある．なお，Excel のソルバーを使っても「共分散行列」を計

算することは，尤度関数について 2 階の偏微分式の計算が必要となり，やってできなくはな
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いが推奨できない．統計ソフトの結果の活用すべきである．どのくらい大変なのかは，第 13

節の表 13，および 表 15 を参照することで理解できよう． 

 

  スライド 61 に示すように，「共分散行列」から回帰パラメータの分散と共分散を抜き出

す．回帰直線の推定値 ŷ  の分散 ˆ( )Var y  の計算式をスライド 62 に示す． 

 

スライド 61                            スライド 62 

612017.11.18  高橋行雄

分散共分散行列

対角要素が分散

Var（β0) = 6.4719，Var(β1）=0.8003
共分散

Cov（β0， β1）= ‐2.1001

 
622017.11.18  高橋行雄

y＾の分散

Var(y＾) = Var(β0＾ + β1＾ x)
= Var(β0＾)+2Cov(β0＾，β1＾) xi +Var(β1＾) xi

2

x = [ 1， x ] Σ =
•

と置いたときに，次のような行列計算でも計算
できる．

Var(y＾) = x Σ xT

 
 

  スライド 63 に x  に対する回帰直線の推定値 ŷ ，その分散 ˆ( )Var y ，95%信頼区間の計算

結果が示されている．スライド 64 には，作図した結果が示されている． 

 

スライド 63                       スライド 64 

632017.11.18  高橋行雄

Var（y^）および95％信頼区間

Excel の計算式 Var(y＾) : = Mmult（Mmurt(x, Σ），Transpose(x))
95%Cl ： = y＾±1.96*sqrt(Var(y＾))

パラメータ β0 β1 σ
β0 6.471861 -2.10006 0.366203
β1 -2.10006 0.800287 -0.09864
σ 0.366202 -0.09864 0.593759

1 x y^ Var(y^) L95% U95%
1 0.00 44.654 6.472 39.67 49.64
1 0.25 43.074 5.472 38.49 47.66
1 0.50 41.494 4.572 37.30 45.69

1 2.00 32.015 1.273 29.80 34.23
1 2.25 30.435 1.073 28.40 32.46
1 2.50 28.855 0.973 26.92 30.79
1 2.75 27.275 0.974 25.34 29.21
1 3.00 25.695 1.074 23.66 27.73

β0 ^= 44.654

β1 ^= -6.320
σ^ = 5.889

 
642017.11.18  高橋行雄

回帰直線および95％信頼区間

β0 ^= 44.654

β1 ^= -6.320
σ^ = 5.889
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  スライド 65 には，Excel シート上ででの 95%信頼区間の計算結果と，それを利用した作図

の結果が示されている．なお，この結果は，スライド 55 で示した結果に一致する． 

 

スライド 65（スライド 63＋64） 

652017.11.18  高橋行雄

Excel シートの一部
回帰直線の座標 パラメータ β0 β1 σ

ｘ ｙ β0 ^= 44.654 β0 6.471861 -2.10006 0.366203

0 44.654 β1 ^= -6.320 β1 -2.10006 0.800287 -0.09864
5 13.055 σ^ = 5.889 σ 0.366202 -0.09864 0.593759

1 x y^ Var(y^) L95% U95%
1 0.00 44.654 6.472 39.67 49.64
1 0.25 43.074 5.472 38.49 47.66
1 0.50 41.494 4.572 37.30 45.69
1 0.75 39.914 3.772 36.11 43.72
1 1.00 38.334 3.072 34.90 41.77
1 1.25 36.754 2.472 33.67 39.84
1 1.50 35.174 1.972 32.42 37.93
1 1.75 33.594 1.573 31.14 36.05
1 2.00 32.015 1.273 29.80 34.23
1 2.25 30.435 1.073 28.40 32.46
1 2.50 28.855 0.973 26.92 30.79
1 2.75 27.275 0.974 25.34 29.21
1 3.00 25.695 1.074 23.66 27.73
1 3.25 24.115 1.275 21.90 26.33

0

10

20

30

40

50

0 1 2 3 4 5

 
 

  誤差が正規分布に従うことを積極的に活用することにより，打ち切りデータがある場合で

も，回帰分析が行えることを示した．JMP の「寿命の二変量」は，誤差分布を与えることに

より，打ち切りデータを考慮した各種の回帰分析が行える．Excel を用いて，打ち切りデータ

を含む回帰分析の実際を示した．スライド 67 は予告であり，第 9 節で，詳細に説明する． 

 

スライド 66                                 スライド 67 

662017.11.18  高橋行雄

まとめ

誤差が正規分布に従うことを積極的に活用
することにより，打ち切りデータがある場合
でも，回帰分析が行えることを示した．

JMPの「寿命の二変量」は，誤差分布を与

えることにより，打ち切りデータを考慮した
各種の回帰分析が行える．

Excel を用いて，打ち切りデータを含む回
帰分析の実際を示した．

 
672017.11.18  高橋行雄

JMPの「寿命の二変量」

使い方は，かなり高級である．

実際の使い方については，定例会にて示す．
最初の画面に変
数名を入れ，この
まま実行すると，
とんでもない結果
となる．

多くの選択肢の
中 から 適切な も
のを選ばなけれ
ばならない．
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9．JMP の寿命の二変量の活用 
 

  JMP の「寿命の二変量」は，打ち切りデータ含む場合の回帰分析のためのプラットホーム

である． 

 

スライド 1                       スライド 2 

12017.11.18  高橋行雄

BioStat研究所（株）

高橋 行雄

打ち切りデータを含む場合の
新しい回帰分析の考え方

 
22017.11.18  高橋行雄

JMPの「寿命の二変量」

昔のJMP

現在のJMP
新たに

追加

 
 

  従前からのノンパラメトリックな「生存時間解析」，「生存時間（パラメトリック）のあては

め」，「比例ハザードのあてはめ」に対し，新たに追加されたプラットホームに「寿命の一変

量」，「寿命の二変量」などが追加された．従前からの「一変量の分布」，「二変量の関係」は，

伝統的な最小 2 乗法を基盤としているが，「寿命の一変量」，「寿命の二変量」は，最小 2 乗法

ではなく，最尤法を基盤としている．なお，最尤法については，Excel を用いて分布関数の確

率密度と上側確率などを使う方法として，これまで詳細に示したきた． 

 

  打ち切りがあるデータは，最小 2 乗法では扱うことができないが，最尤法では取り扱える

ことが特長である．さらに最小 2 乗法と異なるのは，平均だけでなく標準偏差も併せて推定

の対象としている．このことにより，比較したい群間で分散が異なる場合，共通とする場合

などを設定することが可能であり，これまでとは異なる新しい統計解析が可能となる． 

 

  これまで第 2 期医薬安全性研究会で打ち切りがある場合の統計解析として，スライド 3 に

示すように，カプラン・マイヤー曲線，ワイブルプロット止まりであり，回帰分析の適用な

どは手が届かなかった． 
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スライド 3                    スライド 4 

32017.11.18  高橋行雄

これまでの安全研では

主に 「生存時間分析」 を使用

Weibull プロットのパラメータ β 解釈が主体

 
42017.11.18  高橋行雄

発毛データで実演

Excel

JMP

Group 群 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 打ち切り

1 対照群 36 36+ 33 36+ 30 30 36+ 36+ 36+ 33 5匹

2 低濃度 36 28 36 36+ 28 36+ 36+ 28 33 30 3匹

3 中濃度 19 23 26 33 36+ 21 16 26 33 26 1匹

4 高濃度 14 28 12 21 23 14 12 14 26 21 0

36日で発毛（36），36日で発毛せず（36＋）

 

 

  打ち切りデータがある場合の統計解析は，「」がメジャーで多くの成書が出版されているが，

スライド 5 で示した成書には，正規分布を前提にした回帰分析について触れていない．打ち

切りデータを扱う分野とし，各種の工業製品の寿命試験データの解析があり，ラットを使っ

た発毛試験も同様の考え方が適用できる． 

 

スライド 5 

52017.11.18  高橋行雄

生存時間解析の書物

大橋靖男・浜田知久馬（1995）

生存時間解析・SASによる生物統計

大橋靖男・浜田知久馬・魚住龍史（2016）

生存時間解析［応用編］・SASによる生物統計

五所正彦監訳（2014）

生存時間解析入門

注）ワイブル回帰について限定的な解説

Cox回帰（比例ハザードモデル）が主体

 

 

  「寿命の二変量」の特徴的な使い方について概観してみる．多くの統計解析では，データ

の分布が正規分布に従うと仮定するとの前置きがされるが，仮定するだけで正規分布に従わ

ない場合でも頓着なく統計解析が行われている．「寿命の二変量」では，正規分布に限らず，

用いる分布を明示することが必須である． 
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  スライド 6 に示したように，打ち切りデータを含む統計解析の理解の第一歩は，正規分布

を前提にした解析である．寿命データの統計解析は，ワイブル分布を前提にしており，この

ことが，正規分布でも考え方は全く同じであるとの発想を阻害してる．誤差が正規分布に従

うことを前提にすれば， 

 右側打ち切りの場合  ：正規分布の上側確率 

 事象が観測された場合：     "     確率密度 

    直前の観察日から現時点   "    区間確率 

のように基礎知識の積み上げで記述することができる．  

 

スライド 6 

62017.11.18  高橋行雄

JMPの「寿命の二変量」

誤差が正規分布に従うことを前提・最尤法

右側打ち切りの場合：正規分布の上側確率

事象が観測された場合： " 確率密度

  
 

  そして，スライド 7 に示したように Excel で視覚化するために，任意の平均と標準偏差に

対して確率密度関数と累積分布関数を Excel で描いてみる．右側打ち切りは，その時点以後

にどこかで事象が起きると理解する．その場合，打ち切られた時点以後に起きる確率は，正

規分布の上側確率となる．事象が観測された場合は，直前の観察日から現時点までの区間の

確率と認識することもできる． 

 

  スライド 8 に示すように単回帰分析も基礎の基礎であり，Excel のソルバーを用いた解析に

なれることが世界を広げることができる．最小 2 乗法の原理原則である偏差平方和を Excel

のソルバーで実感する．打ち切りデータに対しては，回帰の推定値に対する偏差平方の計算

に無理があると認識をする．それに代わる方法として，正規分布を積極的に使用した統計的

方法を適用すれば，との発想の転換が救いの神である． 
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スライド 7                    スライド 8 

72017.11.18  高橋行雄

正規分布は，基礎の基礎

任意の平均と標準偏差に対して確率密度
関数と累積分布関数を Excel で描く．

右側打ち切りは，その時点以後にどこかで
事象が起きると理解する．

その場合，打ち切られた時点以後に起きる確
率は，正規分布の上側確率となる．

事象が観測された場合は，直前の観察日
から現時点までの確率と認識する．

 
82017.11.18  高橋行雄

単回帰分析も基礎の基礎

最小２乗法の原理原則である偏差平方和を
Excel のソルバーで実感する．

打ち切りデータに対しては，回帰の推定値
に対して偏差平方が定義できないと認識を
する．

それに代わる方法として，正規分布を積極
的に使用した統計的方法を適用すれば，と
の発想の転換をする．

 

 

  スライド 9 に「寿命の二変量」の設定パネルを示す．標準で設定されるのは，「関係」で

は，「Arrhenius 摂氏」という寿命データの統計解析ではお馴染みの温度に関する変換式であ

るので，プルダウンメニューから「線形」を選ぶ．さらに，「分布」が「対数正規」となっ

ているので「正規」を選択する． 

 

スライド 9 

92017.11.18  高橋行雄

寿命の二変量

関係で「線形」を選択

分布で「正規」を選択
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  スライド 10 に示すように基本の散布図を修飾し，「じっくり勉強」の第 7 節のスライド

54 のように解析結果を整える．スライド 11 の上段の回帰パラメータは，スライド 55 に大き

く示されている．下段の共分散行列は，第 8 節のスライド 61～65 で活用されている． 

 

スライド 10                               スライド 11 

102017.11.18  高橋行雄

基本の散布図を修飾
散布図

10

15

20

25

30

35

発毛日

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

Group

 
112017.11.18  高橋行雄

回帰パラメータの推定値

パ ラ メ ー タ
の推定値に
標準偏差 σ
が出力され
ている．

こ れ が ， 従
来の回帰分
析の結果で
は な い こ と
と 理 解 で き
る．

 

 

  スライド 12 は，スライド 10 の図の X 軸と Y 軸を入れ替えた場合である．スライド 13 の

回帰モデルの検定については，スライド 56～58 で結果の見方について詳しく解説している． 

 

スライド 12                           スライド 13 

122017.11.18  高橋行雄

σ = 5.89 の正規分布のあてはめ

元の散布図のX軸とY軸を転置

 
132017.11.18  高橋行雄

回帰モデルの検定

「効果なし vs．回帰」 についての尤度比検定で P<0.0001
尤度比カイ2乗:  245.73 - 211.69 = 34.04 

 
 

  スライド 14 は，正規分布ではなく，対数正規分布をあてはめた場合であり，目盛を「線形」

にしているので，上に凸の曲線があてはめられているが，対数目盛にすれば直線が表示され

る．推定された回帰式は， 3.9944 0.2676y x= −  となっていて，線形目盛り上の切片と傾きに

マッチしない．そこで，逆対数を取ると 0
ˆexp( ) exp(3.9944) 54.29β = =  となり， 0Group = の場

合の切片と認識される． 
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スライド 14   

142017.11.18  高橋行雄

対数正規分布のあてはめ

正規分布を対数正規分布
に切り替える．β0=3.9944，

exp(3.9944)= 54.29

 
 

  スライド 15 は，「関係」で，「位置と尺度」を選んだ場合の結果である．群ごとに打ち切

りを含むデータについて平均値と標準偏差が推定されている． 

 

スライド 15 

152017.11.18  高橋行雄

群ごとのあてはめ

寿命の二変量の設定画面にある「関係」の欄で「位置と
尺度」 を選択すると群ごとの平均と標準偏差がまとめ
て推定できる．
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  スライド 16 に示した「寿命二変量」の背景は，製品寿命が極めて長い製品に対して，製品

寿命を推定したいが，通常の使用環境下での経過観察は極めて困難である．過酷な温度・湿

度などを設定した加速試験を行い，通常の使用環境下での寿命の推定方式が研究され，その

結果として JMP の 「寿命の二変量」 が登場した．これについては，高橋（2015a），続高橋

セミナー第 4 回： 「寿命試験データの統計解析」が詳しい． 

               http://www.yukms.com/biostat/takahasi2/rec/004.htm  

 

スライド 16 

162017.11.18  高橋行雄

「寿命二変量」の背景

製品寿命が極めて長い製品に対して，製品
寿命を推定したいが，通常の使用環境下で
の経過観察は極めて困難である．

過酷な温度・湿度などを設定した加速試験
を行い，通常の使用環境下での寿命の推
定方式が研究され，その結果としてJMPの
「寿命の二変量」 が登場した．

第4回 続高橋セミナー： 寿命試験データの統計解析

http://www.yukms.com/biostat/takahasi2/rec/004.htm

 

 

  寿命データの統計解析については，奥野ら（1988）が詳しい．また，JMP の「寿命の二変量」

の説明書，SAS Institute（2012），「品質管理および信頼性/生存時間」は操作法が主体であるので，，

理異論的な説明は，Meeker and Escobar（1998）を参照のこと． 

 

 

  

http://www.yukms.com/biostat/takahasi2/rec/004.htm
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10．無料の On Demand SAS を用いた解析 
 

  多くの統計ソフトの中で SAS は，世界中で断トツの評価を得てはいるものの毎年の高額な

使用料の負担に耐えられなくなった日本の教育関連施設での利用が壊滅状態となり，代わり

に無料で使える多くの統計解析関数を包含する R 言語が広く使われるようになってきた．近

年，個人的な研究あるいは学習用の場合に，無料で SAS が使えるようになった．そこで，正

規分布を仮定した打ち切りデータの統計解析について例示したい．なお，OnDemand SAS の

使い方については，高波洋平ら（2016）を参照されたい． 

 
図 5  OnDemand SAS の画面で発毛データの SAS データセット化のためのコード 

 

 

  OnDemand SAS で，正規分布を仮定した打ち切りデータを含む回帰分析を行るのは，SAS/ 

STAT のパラメトリックな生存時間解析として知られている LIFEREG プロシジャおよび

SAS/QC の信頼性データの解析を目的とした RELIABILITY プロシジャである． 
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  パラメトリックな生存時間解析では，ワイブル分布を用いるのが基本であるが，正規分布

も使えるようになっている． 

 

  LIFEREG プロシジャによる回帰分析の SAS コードは， 
 

proc lifereg data=d01 ;  

    model y*censor(1) = G / dist=normal ; 

    run; 

 

であり，出力結果は以下に示すように，第 10 章のスライド 11 と同じ結果が得られる． 

 

表 3  打ち切りデータを含む回帰分析 
Analysis of Maximum Likelihood Parameter Estimates 

Parameter 自由度 推定値 標準誤差 95% Confidence Limits カイ 2 乗 Pr > ChiSq 
Intercept 1 44.6542 2.5440 39.6681 49.6403 308.10 <.0001 
G 1 -6.3198 0.8946 -8.0732 -4.5665 49.91 <.0001 
Scale 1 5.8895 0.7706 4.5574 7.6111 

  

 
Fit Statistics 

-2 Log Likelihood 211.690 
AIC (smaller is better) 217.690 
AICC (smaller is better) 218.357 
BIC (smaller is better) 222.757 

 

  各群毎の打ち切りを考慮した平均と標準偏差を求める SAS コードは， 
 

proc lifereg data=d01 ;  

    class   g ; 

    model   y*censor(1) = G / dist=normal ; 

    by      g ; 

    run; 

 

であり，出力結果は以下に示すように，第 10 章のスライド 15 と同じ結果が得られる． 

 

表 4  ＜G1：対照群＞ 

Analysis of Maximum Likelihood Parameter Estimates 

Parameter 
 

自由度 推定値 標準誤差 95% Confidence Limits カイ 2 乗 Pr > ChiSq 
Intercept 

 
1 35.8347 1.6228 32.6541 39.0152 487.64 <.0001 

G 1 0 0.0000 . . . . . 
Scale  1 4.1719 1.4836 2.0780 8.3758   
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＜G2：低用量群＞ 

Analysis of Maximum Likelihood Parameter Estimates 

Parameter 
 

自由度 推定値 標準誤差 95% Confidence Limits カイ 2 乗 Pr > ChiSq 
Intercept 

 
1 33.6137 1.6052 30.4676 36.7599 438.51 <.0001 

G 2 0 0.0000 . . . . . 
Scale 

 
1 4.7547 1.3588 2.7157 8.3249 

  

＜G3：中用量群＞ 

Analysis of Maximum Likelihood Parameter Estimates 

Parameter  自由度 推定値 標準誤差 95% Confidence Limits カイ 2 乗 Pr > ChiSq 
Intercept  1 26.2018 2.1575 21.9732 30.4304 147.49 <.0001 
G 3 0 0.0000 . . . . . 
Scale  1 6.7608 1.6405 4.2020 10.8778 

  

＜G4：高用量群＞ 

Analysis of Maximum Likelihood Parameter Estimates 

Parameter 
 

自由度 推定値 標準誤差 95% Confidence Limits カイ 2 乗 Pr > ChiSq 
Intercept  1 18.5000 1.8014 14.9693 22.0307 105.47 <.0001 
G 4 0 0.0000 . . . . . 
Scale  1 5.6965 1.2738 3.6751 8.8296   

 

  JMP では，群毎に標準偏差（尺度）を設定できる機能があり，それを用いて群毎の平均と

標準偏差を簡便に得ることができた．SAS の LIFEREG プロシジャでは，尺度はモデル全体で

一つとしているために，by ステートメントで群毎のモデルとして群毎の標準偏差（尺度）を

求めた． 
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11．文献データに対する統計ソフトでの追試 
 

  岩崎ら（2006）は，正規分布を仮定した場合に右側打ち切りがある場合に，正規分布のパラメータ

µとσ の推定を EM アルゴリズムによって求めている． 

 

  標準正規分布 (0,1)N の確率密度関数および累積分布関数をそれぞれ ( )zϕ ， ( )zΦ とすると，

2( , )N µ σ の確率密度関数は ( ) (( ) / ) /f x xϕ µ σ σ= − ，累積分布関数は ( ) (( ) / )F x xΦ µ σ= − と表

わされる． 2N( , )µ σ からの n 個の無作為標本中の m 個 1, . .. , mx x が c 以下で観測され，n - m 個

が c を越えて打ち切りになったとすると，対数尤度関数は 

1 1

1ln ln ln 1m ni
i i m

x cL µ µϕ Φ
σ σ σ= = +

 −  −   = + −           
∑ ∑  

となる．パラメータ µ，σ  の最尤推定値は，原理的には ln Lを µ，および σ で 2 階の偏微分

し，ニュートン・ラフソン法で ln Lを最大にするようなパラメータ µ ,σ を求めればよい． 

  中学生の肺活量のデータで EM アルゴリズムを利用した計算結果が， ˆ 2202.62µ = ，

2 2ˆ 94205.591 306.93σ = = と示されている． 

 
表 5  中学生の肺活量データ 

 
 

  岩崎（2002）には，同じデータで EM アルゴリズムの具体的な計算方法が述べられ，17 回

の反復計算で収束したと述べられている．EM アルゴリズムによる最尤法は，計算機のパワー

が少ない時代に考案された計算方法であるが，現代の統計ソフトでは，ほとんどが対数尤度

の 2 階の偏微分式を用いたニュートン・ラフソン法が使われている． 

 

  肺活量のデータを用いて LIFEREG プロシジャを用いて追試を行う．第 10 節に準じて，10

人分の肺活量に打ち切りコードをセットする．LIFEREG プロシジャでは，model ステートメ

ントで model y*censor(1) により肺活量データに打ち切りデータを組み合わせる．変数リスト

は，1 群しかないので空白とし「切片」のみのモデルがセットされる．オプションの dist=normal 

で，正規分布を指定し，計算過程を出力するための itprint も含めておく． 

 

 

 

 

 

ID 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
肺活量 1700 1850 2000 2100 2150 2200 2300 2400 2500 2500

打ち切り + +
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               ===============  SAS コード =============== 
Title "肺活量_a01.sas   2018/06/16  Y.Takahashi" ; 

 

data d01 ; 

  do i=1 to 5 ; 

     input ID y censor @@ ;  output ; 

     end ; 

datalines ; 

1 1700 0  2 1850 0  3 2000 0  4 2100 0  5 2150 0 

6 2200 0  7 2300 0  8 2400 0  9 2500 1 10 2500 1 

;   

proc print data=d01 ; run ; 

 

proc lifereg data=d01 ;  

    model y*censor(1) =  / dist=normal  itprint ; 

    run; 

 

  SAS の LIFEREG プロシジャは，対数尤度関数をパラメータで 2 階の偏微分を使うニュー

トン・ラフソン法が使われている．これは，出力に「Last Evaluation of the Negative of the Hessian」

とへシアン行列（2 階の偏微分行列）が明示されていることで確認される．反復の過程は，

「Iteration History for Parameter Estimates」で確認でき，5 回の反復で収束している．Intercept 

および Scale の収束値が， ˆ 2202.620µ = ， ˆ 306.93σ = となり，岩崎らの EM アルゴリズムを用

いた最尤法に一致している．なお，棚橋ら（2009）も，岩崎らのデータを用いて，LIFEMREG プ

ロシジャによる結果を示している． 

 
=============== 表 6  SAS 出力 =============== 

肺活量_a01.sas   2018/06/16 Y.Takahashi 
Obs i ID y censor 

1 1 1 1700 0 
2 2 2 1850 0 
3 3 3 2000 0 
4 4 4 2100 0 
5 5 5 2150 0 
6 1 6 2200 0 
7 2 7 2300 0 
8 3 8 2400 0 
9 4 9 2500 1 

10 5 10 2500 1 
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表 6   SAS 出力 （続き） 

肺活量_a01.sas  2018/06/16 Y.Takahashi 
The LIFEREG Procedure 

Iteration History for Parameter Estimates 
Iter Ridge Loglikelihood Intercept Scale 

0 0 -59.492036 2170 267.91375063 
1 0 -59.311356 2195.234023 295.37683802 
2 0 -59.298866 2202.0428503 305.84649371 
3 0 -59.298767 2202.6151326 306.91955559 
4 0 -59.298767 2202.6196103 306.92928972 
5 0 -59.298767 2202.6196103 306.92928972 

 
Last Evaluation of the Negative of the Hessian 

 Intercept Scale 
Intercept 0.0001018459 -0.000015452 
Scale -0.000015452 0.0001548696 

 
Fit Statistics 

-2 Log Likelihood 118.598 
AIC (smaller is better) 122.598 
AICC (smaller is better) 124.312 
BIC (smaller is better) 123.203 

 
Analysis of Maximum Likelihood Parameter Estimates 

Parameter 自由度 推定値 標準誤差 95% Confidence Limits カイ 2 乗 Pr > ChiSq 
Intercept 1 2202.620 99.8483 2006.921 2398.319 486.63 <.0001 
Scale 1 306.9293 80.9710 183.0135 514.7468 

  

 

  これまで示したきた JMP の「寿命の一変量」で簡単に求めることができるが，SAS の

LIFEREG プロシジャに対応する「生存時間のあてはめ（パラメトリック）」を使った結果を

示す．パラメトリックな生存時間分析では，ワイブル分布を仮定するのが一般的であり，正

規分布を仮定した解析もできることは，ほとんど知られていない． 

 

  SAS の LIFREG に対応する JMP の「生存時間のあてはめ（パラメトリック）」による結果

を示す．GUI での設定は省略し，JMP のスクリプトを次に示す． 
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         ==============  JMP のスクリプト =============== 
Fit Model( 

    Censor( :打ち切り ), 

    Censor Code( "1" ), 

    Y( :肺活量 ), 

    Effects, 

    Personality( "Parametric Survival" ), 

    Distribution( "Normal" ), 

    Run( Likelihood Ratio Tests( 1 ) ) 

); 

 

  JMP の結果を次に示す．「寿命の一変量」は，多彩な出力ができるが，「生存時間（パラメ

トリック）のあてはめ」は，シンプルな出力に限定されている．もちろん，結果は ˆ 2202.620µ = ， 
ˆ 306.93σ = と一致している． 

 
=============== 表 7  肺活量についての JMP の出力 =============== 

 
 
  Excel のソルバーを用いたパラメータの推定は，第 6 節のスライド 38 以後で詳細に示して

きた．肺活量データについて同様の Excel シートを表 8 に示す． 

  Excel のソルバーで積の積の対数を最大化した結果に対して，平均値と標準偏差を変化さ

せた場合，平均が 2203.62，標準偏差が 306.93 の場合に ln( ) 59.30× = −積 積 であるが，表の

中央に示すように標準偏差を 400.0 とすると ln( ) 59.73× = −積 積  と小さくなる．表の左に示

すように平均を 2000.0 と小さくすると ln( ) 61.40× = −積 積  と小さくなることがわかる． 

 

 

  

生存時間のあてはめ(パラメトリック)

イベントまでの時間: 肺活量

分布: 正規

打ち切り変数: 打ち切り

AICc

BIC

(-2)*対数尤度

124.3118

123.2027

118.5975

使用されたオブザベーション

非打ち切りの個数

右側打ち切りの個数

10

8

2

パラメータ推定値

項

切片

σ

推定値

2202.61961

306.92929

標準誤差

99.8483

80.970961

下側95%

2006.9205

148.22912

上側95%

2398.3187

465.62946

信頼区間はWald法による
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表 8  肺活量データに対する Excel ソルバーを用いた平均と標準偏差の推定 

 

 

  図 6 は，打ち切りデータを含む確率密度，および上側確率を可視化するために作成した．

X 軸は，肺活量で，軸の上の〇印が，観測されたデータで，平均が 2202.62，標準偏差が 306.93 

の正規分布の確率密度曲線上の赤〇は，それぞれのデータに対応する確率密度である．X 軸

の 2500 mL が打ち切り値で，2 つの赤△が，打ち切りデータを示している．それらの上側確

率は，2500 mL 以上の面積である． 

 

図 6  確率密度および上側確率の可視化 

 
 

 

  

μ^= 2202.62 2202.618 2000.000
σ^= 306.93 94204.8 400.000 306.928

肺活量 確率密度 上側確率 確率密度 上側確率 確率密度 上側確率
1700 0.0003 0.0005 0.0008
1850 0.0007 0.0007 0.0012
2000 0.0010 0.0009 0.0013
2100 0.0012 0.0010 0.0012
2150 0.0013 0.0010 0.0012
2200 0.0013 0.0010 0.0011
2300 0.0012 0.0010 0.0008
2400 0.0011 0.0009 0.0006
2500 + 0.1663 0.2286 0.0517
2500 + 0.1663 0.2286 0.0517

積 6.38E-25 2.77E-02 2.19E-25 5.23E-02 8.10E-25 2.67E-03
積の積

ln（積の積） -59.30 -59.73 -61.40
1.77E-26 1.14E-26 2.16E-27

0.0000

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.0010

0.0012

0.0014

1000 1500 2000 2500 3000 3500
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12．Excel によるニュートン・ラフソン法の適用 
 

  第 11 節の肺活量のデータについてソルバーを用いないで，対数尤度の偏微分式を用いたニ

ュートン・ラフソン法による計算を試みる．ニュートン・ラフソン法は，対数尤度関数のパ

ラメータについて 2 階の偏微分を必要とし，反復計算による煩わしさがあるために，ほとん

どの成書で計算過程が略され，統計ソフトでの結果を使った記述になっている． 

 

  ニュートン・ラフソン法を一枚の Excel シート上で，VBA（Visual Basic for Applications）を使

わずに基本の関数のみで実現することは，最尤法を前提とする統計モデルの理論を学習する

ために欠かせない． 

 

  正規分布 2( , )N µ σ からの n 個の無作為にサンプリングした標本の中で m 個 1, . .. , my y が c 以

下で観測され，n - m 個が c を越えて打ち切りになったとすると，対数尤度関数は 

1 1

1ln ln ln 1m ni
i i m

y cL µ µϕ
σ σ σ= = +

 −  −   = + −Φ          
∑ ∑  

となる．正規分布の確率密度関数と分布関数の和となっているので，別々にパラメータ µと

σ について偏微分を行う．なお，c は固定値でなくとも良い． 

 

  対数尤度関数を偏微分する際に，一般的には確率密度関数の対数について整理した式を用

いて偏微分するのが一般的であるので，参考までに本節の末尾に示す．確率密度関数および

分布関数計算が関数として組み込まれている Excel を使う場合には，そのままの関数として

偏微分することにより見通しが良くなる．標準正規分布の確率密度関数は，  

 
21( ) exp

22
zzϕ

π
 

= − 
 

，    ただし，
yz µ
σ
−

=  

であり， ( )zϕ を， z で微分すると 

 
2( ) exp ( )

22
z z z z z

z
ϕ ϕ

π
 ∂ −

= − = − 
∂  

 

と元の確率密度関数を含む形で簡略化できる．対数を取った場合は， ( )zϕ  がキャンセルされ， 

 ln ( ) ( )
( )

z z z z
z z
ϕ ϕ

ϕ
∂ −

= = −
∂

 

の様に，さらに簡略化できる．標準正規分布の分布関数 

 ( ) ( )
z

z z dzΦ ϕ
−∞

= ∫  

の偏微分は，定義に従って 
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 ( ) ( )z z
z

Φ ϕ∂
=

∂
 

と確率密度関数 ( )zϕ  となり，対数を取った場合には， 

 ln ( ) ( )
( )

z z
z z
Φ ϕ

Φ
∂

=
∂

 

となり，上側確率 1 ( )zΦ−  の場合は， 

 [ ]ln 1 ( ) ( )
1 ( )

z z
z z
Φ ϕ

Φ
∂ − −

=
∂ −

 

となる．これらの関係を用いて， µおよび σ について偏微分を行う． 

 
  対数を取った確率密度関数 ln ( )f y  を偏微分しやすいような式 

 1ln ( ) ln ln lny yf y µ µϕ ϕ σ
σ σ σ σ
   −   = = − −      

      
 

にして， µについての偏微分をすると， 

 ln ( ) 1 ( )f y y zµ
µ σ σ σ

∂ − − −   = ⋅ =   ∂    
 

となる．σ についての偏微分は， 

 
2

2
ln ( ) ( ) ( ) 1 1f y y y zµ µ
σ σ σ σσ

∂ − − − − −   = ⋅ − =   ∂    
 

となる．これらを用いて 2 階の微分は，以下の通りである． 

 
2

2
ln ( ) 1f y
µ µ σ

∂ −
=

∂ ∂
，  

2

3 2
ln ( ) 2( ) 2f y y zµ
µ σ σ σ

∂ − − −
= =

∂ ∂
，  

2 2 2

4 2 2
ln ( ) 3( ) 1 1 3f y y zµ
σ σ σ σ σ

∂ − − −
= + =

∂ ∂
 

  分布関数の上側確率についての偏微分は，以下の通り． 

 ln[1 ( )] ln 1 yz µΦ Φ
σ

 − − = −     
 

 ln[1 ( )] 1 ( ) ( )
1 ( )

z z Q z
z

Φ ϕ
µ σ Φ σ

∂ −
= ⋅ =

∂ −

 

 
2

ln[1 ( )] ( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) 1 ( )

z y z z z zQ z
z z

Φ µ ϕ ϕ
σ Φ σ Φ σσ

∂ − −
= ⋅ = ⋅ =

∂ − −
 

 ただし，
yz µ
σ
−

= ，
( )( )

1 ( )
zQ z

z
ϕ
Φ

=
−

 

 
2 階の微分は，1 階の偏微分式に含まれる ( ) ( ) / (1 ( ))Q z z zϕ Φ= −  について z での微分を必要

となる．微分した結果は， 
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2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 ( ) 1 ( )

Q z z z z zQ z Q z
z z z

ϕ ϕ
Φ Φ

 ∂ −
= + = − + ∂ − − 

 

となる．この結果を使って， µおよびσ について 2 階の偏微分を求める． 

 
22 2

3 2 2
ln[1 ( )] ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( )
z y z z zQ z Q z

z z
Φ µ ϕ ϕ

µ µ Φ Φσ σ σ
 ∂ − − −

= − = ∂ ∂ − − 
 

 
22 2 2 2

2 2 2
[1 ( )] 1 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( )
z z z z z z Q z zQ z

z z
Φ ϕ ϕ

µ σ Φ Φσ σ σ
 ∂ − − − −

= ⋅ − = ∂ ∂ − − 
 

 
22 3 2 3 2 2

2 2 2
ln[1 ( )] ( 2 ) ( ) ( ) ( 2 ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( )
z z z z z z z z Q z z Q z

z z
Φ ϕ ϕ

σ σ Φ Φσ σ σ
 ∂ − − − −

= − = ∂ ∂ − − 
 

 

  これらの 1 階のおよび 2 階の偏微分式を Excel シートに埋め込み，ニュートン・ラフソン

法により対数尤度を最大化する µおよびσ を推定することができる．打ち切りがあれば 1，な

ければ 0 となる変数 iδ とし，Excel の if() 関数を用いてそれぞれの iy に対し，尤度 iL を計算

し，対数尤度 ln Lを計算する． 

 ˆif [ 0, ( ( ) / ), (1 ( ))]i i i iL z zδ ϕ σ Φ= = − ， 

                     0iδ = ，  0iδ ≠  

 ln ln ii
L L=∑  

 ただし， ˆ ˆ( ) /i iz y µ σ= −  

それそれの iy  に対し 1 階の偏微分式を次式で計算し，  

 ˆ ˆif [ 0, / , ( ) / ]i i i iz Q zµ δ σ σ∂ = = ， 

 2 ˆ ˆif [ 0, ( 1) / , ( ) / ]i i i i iz z Q zσ δ σ σ∂ = = −  

 ただし，
( )( )

1 ( )
i

i
i

zQ z
z

ϕ
Φ

=
−

 

i  について合計し，スコアベクトルU とする． 

 
ii

ii

U
µ

σ

 ∂
 =

∂  

∑
∑

 

それそれの ix  に対し 2 階の偏微分式を次式で計算し，  

 2 2 2ˆ ˆif { 0, 1 / , [ ( ) ( ) ] / }i i i i i iz Q z Q zµ µ δ σ σ∂ ∂ = = − −  

 2 2 2 2ˆ ˆif { 0, 2 / , [ ( 1) ( ) ( ) ] / }i i i i i i i iz z Q z z Q zµ σ δ σ σ∂ ∂ = = − − −  

 2 2 3 2 2 2ˆ ˆif { 0, (1 3 ) / , [ ( 2 ) ( ) ( ) ] / }i i i i i i i i iz z z Q z z Q zσ σ δ σ σ∂ ∂ = = − − −  

 ただし， i i i iσ µ µ σ∂ ∂ = ∂ ∂  

i  について合計し，へシアン行列 H とする． 



 
 

57 
 

 
i i i ii i

i i i ii i

H
µ µ σ µ

µ σ σ σ

 ∂ ∂ ∂ ∂
 =

∂ ∂ ∂ ∂  

∑ ∑
∑ ∑

 

  初期値として岩崎（2002）の EM アルゴリズムでの初期値と同様に，観測された 8 個のデー

タの平均=2087.5，標準偏差=231.07（序数は 8）を元のパラメータとし，変化量 1( )H U−−  を

加える． 

 新たなパラメータ 
ˆ
ˆ

new

new

µ
σ
 
 
 

  =   
ˆ
ˆ

old

old

µ
σ
 
 
 

  +   1( )H U−−  

                               元のパラメータ     変化量 
 

 表 9 より     =   

       Excel による行列計算 =  Mmult(Minverse(-H) , U) 
 

 表 9 より      =  +  

 
  新たなパラメータをコピーして，元のパラメータに「値」のみ貼り付け，1 回目の反復とす

る．どうように 2 回目の反復，3 回目，と変化量が 0 になるまで繰り返す． 

 

表 9  初期値に対するニュートン・ラフソン法による計算結果 

 
 

変化量

U (-H )-1

75.14
32.43

負の逆行列

(-H )-1

5712.31 -1137.05
-1137.05 1397.04

１階の

偏微分U

0.0212
0.0405

新たな

パラメータ

2162.64
248.58

元の

パラメータ

2087.50
216.15

変化量

(-H )-1U
75.14
32.43

正規分布 元の 変化量 新たな １階の 2階の偏微分 負の逆行列

Newton-Raphson法 パラメータ (-H )-1U パラメータ 偏微分U H (-H )-1

μ ^ = 2087.50 75.14 2162.64 0.0212 -2.09E-04 -1.70E-04 5712.04 -1136.96

σ ^ = 216.15 32.43 248.58 0.0405 -1.70E-04 -8.54E-04 -1136.96 1396.90

σ ^ 2= 46719 ln L = -61.498 -2 ln L  = 123.00

No y +
δ z f (z ) 1-Φ (z ) φz /

(1-Φz )  Li ln Li ∂μ ∂σ ∂μ∂μ ∂μ∂σ ∂σ∂σ

1 1700 0 -1.793 0.0004 0.9635 0.0830 0.0004 -7.9019 -8.29E-03 1.02E-02 -2.14E-05 7.67E-05 -1.85E-04
2 1850 0 -1.099 0.0010 0.8641 0.2525 0.0010 -6.8986 -5.08E-03 9.59E-04 -2.14E-05 4.70E-05 -5.61E-05
3 2000 0 -0.405 0.0017 0.6572 0.5593 0.0017 -6.3768 -1.87E-03 -3.87E-03 -2.14E-05 1.73E-05 1.09E-05
4 2100 0 0.058 0.0018 0.4769 0.8351 0.0018 -6.2966 2.68E-04 -4.61E-03 -2.14E-05 -2.48E-06 2.12E-05
5 2150 0 0.289 0.0018 0.3862 0.9906 0.0018 -6.3367 1.34E-03 -4.24E-03 -2.14E-05 -1.24E-05 1.60E-05
6 2200 0 0.520 0.0016 0.3014 1.1561 0.0016 -6.4303 2.41E-03 -3.37E-03 -2.14E-05 -2.23E-05 4.01E-06
7 2300 0 0.983 0.0011 0.1628 1.5116 0.0011 -6.7782 4.55E-03 -1.55E-04 -2.14E-05 -4.21E-05 -4.07E-05
8 2400 0 1.446 0.0006 0.0741 1.8927 0.0006 -7.3400 6.69E-03 5.04E-03 -2.14E-05 -6.19E-05 -1.13E-04
9 2500 1 1.908 0.0003 0.0282 2.2924 0.0282 -3.5696 1.06E-02 2.02E-02 -1.88E-05 -8.50E-05 -2.56E-04

10 2500 1 1.908 0.0003 0.0282 2.2924 0.0282 -3.5696 1.06E-02 2.02E-02 -1.88E-05 -8.50E-05 -2.56E-04
計 2.12E-02 4.05E-02 -2.09E-04 -1.70E-04 -8.54E-04
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  表 10 に反復した場合のパラメータの変化を示す．EM アルゴリズムの 17 回よりも少ない

5 回で，変化量が 0 となり収束した．表 11 に第 5 反復した時点での計算シートを示す． 

 

表 10  繰り返し計算による推定値の変化 

 
 

表 11  収束した第 5 反復でのニュートン・ラフソン法による計算結果 

 
 

  新たなパラメータを元のパラメータに値のみの貼り付けを繰り返す方法を示したのである

が，Excel のソルバーを用いて，対数尤度 ln L  を最大にするように，元のパラメータを変数

セルに設定しても解が得られる．あえて，面倒な 2 階の偏微分式を求め，Excel シート上でニ

ュートン・ラフソン法による反復計算の過程を示したのは，統計ソフトが実際に行っている

計算方式を可視化するためである． 

 

  正規分布の確率密度関数の対数尤度関数についての偏微分式は，高橋（2105a）に示されて

いるものを引用する．正規分布は，パラメータを µ，形状パラメータをσ としその確率密度

関数，および対数を取った場合は，  

  ( )2

22

1( ) exp
22

y
f y

µ
σπσ

 −
 = −
 
 

，    
2

2
2

1 ( )ln ( ) ln(2 )
2 2

yf y µπσ
σ
−

= − −  

繰返し μ σ
0 2087.50 216.15
1 2162.64 248.58
2 2190.00 283.92
3 2200.75 302.92
4 2202.57 306.80
5 2202.62 306.93

正規分布 元の 変化量 新たな １階の 2階の偏微分 負の逆行列

Newton-Raphson法 パラメータ (-H )-1U パラメータ 偏微分U H (-H )-1

μ ^ = 2202.62 0.00 2202.62 0.0000 -1.02E-04 1.55E-05 9969.67 994.74

σ ^ = 306.93 0.00 306.93 0.0000 1.55E-05 -1.55E-04 994.74 6556.28

σ ^ 2= 94206 ln L = -59.299 -2 ln L  = 118.60

No y +
δ z f (z ) 1-Φ (z ) φz /

(1-Φz )  Li ln Li ∂μ ∂σ ∂μ∂μ ∂μ∂σ ∂σ∂σ

1 1700 0 -1.638 0.0003 0.9492 0.1100 0.0003 -7.9864 -5.34E-03 5.48E-03 -1.06E-05 3.48E-05 -7.48E-05
2 1850 0 -1.149 0.0007 0.8747 0.2357 0.0007 -7.3055 -3.74E-03 1.04E-03 -1.06E-05 2.44E-05 -3.14E-05
3 2000 0 -0.660 0.0010 0.7454 0.4304 0.0010 -6.8635 -2.15E-03 -1.84E-03 -1.06E-05 1.40E-05 -3.26E-06
4 2100 0 -0.334 0.0012 0.6309 0.5979 0.0012 -6.7014 -1.09E-03 -2.89E-03 -1.06E-05 7.10E-06 7.06E-06
5 2150 0 -0.171 0.0013 0.5681 0.6920 0.0013 -6.6603 -5.59E-04 -3.16E-03 -1.06E-05 3.64E-06 9.68E-06
6 2200 0 -0.009 0.0013 0.5034 0.7925 0.0013 -6.6456 -2.78E-05 -3.26E-03 -1.06E-05 1.81E-07 1.06E-05
7 2300 0 0.317 0.0012 0.3755 1.0102 0.0012 -6.6959 1.03E-03 -2.93E-03 -1.06E-05 -6.74E-06 7.41E-06
8 2400 0 0.643 0.0011 0.2601 1.2474 0.0011 -6.8523 2.10E-03 -1.91E-03 -1.06E-05 -1.37E-05 -2.55E-06
9 2500 1 0.969 0.0008 0.1663 1.5003 0.1663 -1.7940 4.89E-03 4.74E-03 -8.46E-06 -2.41E-05 -3.88E-05

10 2500 1 0.969 0.0008 0.1663 1.5003 0.1663 -1.7940 4.89E-03 4.74E-03 -8.46E-06 -2.41E-05 -3.88E-05
計 3.04E-09 2.06E-08 -1.02E-04 1.55E-05 -1.55E-04



 
 

59 
 

なので， ln ( )f y を µ， 2( )σ で偏微分して，次の結果を得る． 

 
2

ln ( ) ( )
( )

f y y µ
µ σ

∂ −
=

∂
，      

2

2 2 2 2
ln ( ) 1 ( )
( ) 2( ) 2( )

f y y µ
σ σ σ

∂ −
= − +

∂
 

さらに 2 階の偏微分を計算する． 

 
2

ln ( ) 1
( )

f y
µ µ σ

∂
= −

∂ ∂
，    

2 2 2
ln ( ) ( )

( ) ( )
f y y µ

µ σ σ
∂ −

=
∂ ∂

，   
2

2 2 2 2 2 3
ln ( ) 1 ( )

( ) ( ) 2( ) 2( )
f y y µ

σ σ σ σ
∂ −

= −
∂ ∂

 

 

  ln ( )f y を µ，σ で偏微分した場合は，次の結果を得る． 

 
2

ln ( ) ( )f y y µ
µ σ

∂ −
=

∂
，      

2

3
ln ( ) 1 ( )f y y µ
σ σ σ

∂ −
= − +

∂
 

さらに 2 階の偏微分を計算すると 

 
2

ln ( ) 1f y
µ µ σ

∂
= −

∂ ∂
，    

3
ln ( ) 2( )f y y µ
µ σ σ

∂ −
= −

∂ ∂
，   

2

2 4
ln ( ) 1 3( )f y y µ
σ σ σ σ

∂ −
= −

∂ ∂
 

が得られ， ( ) /z y µ σ= −  とおけば，ln( ( ) / )zϕ σ  をそのまま使った結果ともちろん一致する． 

 
  正規分布の上側確率の対数 ln(1 ( ))zΦ−  についての偏微分は，高橋（2107）で 2 値反応に対

するプロビット法をニュートン・ラフソン法によって Excel で計算した際に導出したが，プ

ロビット曲線としての累積正規分布を使うだけなので 0 1z yβ β= +  とした線形式で対応した． 

 

  今回は， µ と σ   を直接推定するために  ( ) /z y µ σ= −   の形式で対応したために，

0 1z yβ β= +  の場合よりも偏微分式が煩雑になる．偏微分式を簡素化するために， 0 /β µ σ= − ，

および 1 1 /β σ=  とすることもできるが，回帰分析に際して， xµ α β= +  とするために，別

の煩雑さが入り込みことになり， ( ) /z y µ σ= −  のままで対応することにした． 

 

  次節に， ( ) /z y xα β σ= − − とした回帰分析の場合についての偏微分式は，本節で示した偏

微分式に x   を掛けるか， 2x を掛けるか，だけで済ますことができる．更に，単回帰式でな

く，重回帰式の場合でも，偏微分式にそれぞれの変数を組み合わせて掛けて対応ができる． 

 

  ニュートン・ラフソン法を使う必要のある様々な統計モデルに対応するために，本節で示

した，正規分布の確率密度関数，および累積分布関数にたいする偏微分の定式化は，見通し

の良い方法と思われる．私にとっても，以前のセミナーテキストの煩雑な偏微分式は，読者

にとっても避けたくなるような式であったと反省している． 
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13．Excel による Tobit 回帰分析 
 

  打ち切りデータを含む回帰分析で，誤差に正規分布を仮定する場合は，，計量経済学の分野

で Tobit モデルと言われている．牧ら（1997）では，第 4 章で「Probit，Logit，Tobit」が論じら

れている．Probit，および Logit は，2 値データの解析方法であるが，Tobit は，打ち切りのあ

る計量データの解析であり，負の値を取ることができない耐久消費財への支出の分析に Tobin

によって初めて用いられたことから，Tobit モデルと呼ばれるようになったそうである．Tobit

モデルと同様な状況は，微量の化学物質の計量する場合に測定限界値が生ずる場合にもある． 

 

  発毛試験データの場合には，打ち切りデータが，ある値以上となっていて，Tobit モデルと

は，言い難い面もある．しかし，計量経済学の分野でも年間収入などの場合にある金額以上

を打ち切りデータ（トップコーディング）とする場合も Tobit モデルという場合もある．ある

値以下ならば，正規分布の下側確率となり，ある値以上ならば上側確率となるだけで，どち

らでも同じ統計モデルと理解できる． 

 

  打ち切りデータを含む回帰分析について，ほとんどの成書は，統計ソフトを使った例示で

あり，数値計算によって自ら計算を試みようとしたときに必要な偏微分式が省略されている

のため，断念してしまうことになりがちである．幸い，第 12 節で示した偏微分式を用いれは，

比較的容易に「Tobit」モデルを数値計算レベルで解くことができる． 

 

  発毛実験データで，打ち切りデータを含む回帰分析について，Excel のソルバー，JMP の

「寿命の二変量」，OnDemad SAS の LIFEREG プロシジャでの解析結果を示してきたが，Excel

でのニュートン・ラフソン法による計算の提示は，避けてきた．これは，前節で示したよう

に，対数尤度関数を偏微分することは，難儀なことでありその偏微分式が正しいかの検証は，

実際にニュートン・ラフソン法を適用して，きちっと解が求まることで示すしかない．偏微

分に際し，プラス・マイナスの付け間違いなど，しばしば見逃してしまい，解が求まらない

ことで，偏微分式のミスに気が付く． 

 

  前節での偏微分式を用いることにより，打ち切りのある回帰分析の偏微分式を導出し，

Excel のソルバーに頼らず発毛データを用いた回帰分析を行ってみよう．前節では，正規分布

2( , )N µ σ からの n 個の無作為にサンプリングした標本の中で m 個 1, . .. , my y が c 以下で観測さ

れ，n - m 個が c を越えて打ち切りになったとすると，対数尤度関数は 

1 1

1ln ln ln 1m ni
i i m

y cL µ µϕ
σ σ σ= = +

 −  −   = + −Φ          
∑ ∑  
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となる．正規分布の密度関数と分布関数の和となっているので，別々にパラメータ µとσ に

ついて偏微分を行うことにする． 

 

  一般的な回帰式分析では， i i iy xα β ε= + + ， 2( | 0, )i iNε ε σ  として最小 2 乗法によりパラ

メータを推定しているが，打ち切りデータがある場合には適用できない．そこで，最尤法に

よる回帰式を 

i i ixµ α β σε= + +  

とする．ここで，誤差項に含めた σ も推定対象であることを明示する必要がある．回帰の対

数尤度関数は， µ  を線形式 ixα β+  に置き換えた次式にとなる． 

1 1

1ln ln ln 1m ni i i
i i m

y x c xL α β α β
ϕ Φ

σ σ σ= = +

   − − − −   = + −      
      

∑ ∑  

  前節と同様に，標準正規分布の密度関数は， z  の中身が，  

 
21( ) exp

22
i

i
zzϕ

π

 
= −  

 
，  ただし， i i

i
y xz α β

σ
− −

=  

と異なるだけである．  

 
  対数を取った密度関数 ln ( )f y  を偏微分しやすいような式（添え字は省略） 

 1ln ( ) ln ln lny x y xf y α β α βϕ ϕ σ
σ σ σ σ σ
   − −   = = − − −      

      
 

にして， µ  の代わりに α  で偏微分をしても結果は同じ 

 ln ( )f y z
α σ

∂
=

∂
 

であり， β で偏微分した場合は， xが付いた式 

 ln ( )f y z x
β σ

∂
=

∂
 

となる．σ についての偏微分も ( ) /iy µ σ−  の場合 

 
2ln ( ) 1f y z

σ σ
∂ −

=
∂

 

と同じ結果になる．これらを用いて 2 階の偏微分は，β で偏微分した場合は，( ) /iy µ σ−  の

場合に xを更に付けた式となる． β で 2 階偏微分した場合は， 2x を付けた式となる． 
 

 
2

2
ln ( ) 1f y
α α σ

∂ −
=

∂ ∂
，   

2

2
ln (  ) 1  f y x
α β σ

∂ −
=

∂ ∂
，   

2

2
ln ( ) 2f y z
α σ σ

∂ −
=

∂ ∂
 

 
2

2
2ln ( ) 1  f y x

β β σ
∂ −

=
∂ ∂

，  
2

2  ln ( ) 2f y xz
β σ σ

∂ −
=

∂ ∂
，  

2 2

2
ln ( ) 1 3f y z
σ σ σ

∂ −
=

∂ ∂
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  分布関数の上側確率についての偏微分は，同様に xまたは 2x を付与した式となる． 
 

 ln[1 ( )] ln 1 y xz α βΦ Φ
σ

 − − − = −     
 

 ln[1 ( )]  ( )z Q zΦ
α σ

∂ −
=

∂
，   ln[1 ( )] ( )  z Q z xΦ

β σ
∂ −

=
∂

，   ln[1 ( )] ( )z zQ zΦ
σ σ

∂ −
=

∂
 

 ただし，
( )( )

1 ( )
zQ z

z
ϕ
Φ

=
−

 

 
2 階の偏微分は， β で偏微分した場合は， xをさらに付けた式となる． 
 

 
2 2

2
ln[1 ( )] ( ) ( )z zQ z Q zΦ
α α σ

∂ − −
=

∂ ∂
，      

2 2

2
ln[1 ( )] ( ) ( )z zQ z Q z xΦ
α β σ

∂ − −
=

∂ ∂
， 

 
2 2 2

2
[1 ( )] ( 1) ( ) ( )z z Q z zQ zΦ
α σ σ

∂ − − −
=

∂ ∂
，   

2 2
2

2
ln[1 ( )] ( ) ( )z zQ z Q z xΦ
β β σ

∂ − −
=

∂ ∂
 

 
2 2 2

2
[1 ( )] ( 1) ( ) ( )z z Q z zQ z xΦ
β σ σ

∂ − − −
=

∂ ∂
，  

2 3 2 2

2
ln[1 ( )] ( 2 ) ( ) ( )z z z Q z z Q zΦ
σ σ σ

∂ − − −
=

∂ ∂
 

 
  これらの 1 階のおよび 2 階の偏微分式を Excel シートに埋め込み，ニュートン・ラフソン

法により対数尤度を最大化する µおよびσ を推定することができる．打ち切りがあれば 1，な

ければ 0 となる変数 iδ とし，Excel の if() 関数を用いてそれぞれの iy  に対し，尤度 iL を計

算し，対数尤度 ln Lを計算する． 

 ˆˆ ˆif [ 0, ( ( ) / ), (1 ( )) ]i i i iL z zδ ϕ σ Φ= = − ， 

                      0iδ = ，   0iδ ≠  

 ln ln ii
L L=∑ ，   ただし，

ˆˆ
ˆ

ˆ
i i

i
y xz α β

σ
− −

=  

それそれの iy  に対し 1 階の偏微分式を次式で計算し，  

 ˆ ˆˆ ˆif [ 0, / , ( ) / ]i i i iz Q zα δ σ σ∂ = = ， 

 ˆ ˆˆ ˆif [ 0, / , ( ) / ]i i i i i iz x Q z xβ δ σ σ∂ = = ， 

 2 ˆ ˆˆ ˆ ˆif [ 0, ( 1) / , ( ) / ]i i i i iz z Q zσ δ σ σ∂ = = −  

 ただし，
( )( )

1 ( )
i

i
i

zQ z
z

ϕ
Φ

=
−

 

i  について合計し，スコアベクトルU とする． 

 
ii

ii

ii

U

α

β

σ

 ∂
 
 = ∂
 

∂  

∑
∑
∑
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それそれの ix  に対し 2 階の偏微分式を次式で計算し，  

 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆif { 0, 1 / , [ ( ) ( ) ] / }i i i i i iz Q z Q zα α δ σ σ∂ ∂ = = − −  

 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆif { 0, / , [ ( ) ( ) ] / }i i i i i i i ix z Q z Q z xα β δ σ σ∂ ∂ = = − −  

 2 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆif { 0, 2 / , [ ( 1) ( ) ( ) ] / }i i i i i i i iz z Q z z Q zα σ δ σ σ∂ ∂ = = − − −  

 2 2 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆif { 0, / , [ ( ) ( ) ] / }i i i i i i i ix z Q z Q z xβ β δ σ σ∂ ∂ = = − −  

 2 2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆif { 0, 2 / , [ ( 1) ( ) ( ) ] / }i i i i i i i i i iz x z Q z z Q z xβ σ δ σ σ∂ ∂ = = − − −  

 2 2 3 2 2 2ˆ ˆif { 0, (1 3 ) / , [ ( 2 ) ( ) ( ) ] / }i i i i i i i i iz z z Q z z Q zσ σ δ σ σ∂ ∂ = = − − −  

i  について合計し，へシアン行列 H とする． 
 

 
i i i i i ii i i

i i i i i ii i i

i i i i i ii i i

H

α α α β α σ

α β β β β σ

α σ β σ σ σ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 
 = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

 

 
  初期値として，打ち切りを無視した回帰分析のパラメータ 39.537α = ， 5.077β = − ，

22 5.094σ = を用い，元のパラメータとし，変化量 1( )H U−−  を加える． 

 

表 12  回帰分析の結果 

   

 

 新たなパラメータ 
ˆ
ˆ

ˆ

new

new

new

α

β
σ

 
 
 
 
 

  =   
ˆ
ˆ

ˆ

old

old

old

α

β
σ

 
 
 
 
 

  +   1( )H U−−  

                               元のパラメータ     変化量 

 
  表 13 の結果を用いて 

 

 変化量   =    

    Excel による行列計算 =  Mmult (  Minverse(-H) ,  U  ) 

 

要因

モデル

誤差

全体(修正済み)

自由度

1

29

30

平方和

913.1155

752.5619

1665.6774

平均平方

913.115

25.950

項

切片

x

推定値

39.537341

-5.077413

標準誤

2.544757

0.855957

変化量

(-H )-1U
4.2268

-1.0107
0.2074

負の逆行列

(-H )-1

4.8270 -1.5391 -0.3805
-1.5391 0.5831 0.0848
-0.3805 0.0848 0.3199

１階の

偏微分U

2.5402
4.6156
2.4467
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 新たなパラメータ  =  +  

 
  新たなパラメータをコピーして，元のパラメータに「値」のみ貼り付け，1 回目の反復とす

る．同様に 2 回目の反復，3 回目，と変化量が 0 になるまで繰り返す． 

 

表 13  初期値に対するニュートン・ラフソン法による計算結果 

 

 

 
  表 14 に反復した場合のパラメータの変化を示す．第 5 回目で，変化量が 0 となり収束し

た．表 15 に第 5 反復した時点での計算シートを示す． 

 

表 14  繰り返し計算による推定値の変化 

 

 

  新たなパラメータを元のパラメータに値のみの貼り付けを繰り返す方法を示したのである

が，Excel のソルバーを用いて，対数尤度 ln L  を最大にするように，元のパラメータを変数

新たな

パラメータ

43.7638
-6.0877
5.3014

元の

パラメータ

39.5370
-5.0770
5.0940

変化量

(-H )-1U
4.2268

-1.0107
0.2074

正規分布 元の 変化量 新たな １階の 2階の偏微分 負の逆行列

Newton-Raphson法 パラメータ (-H )-1U パラメータ 偏微分U H (-H )-1

α ^ = 39.5370 4.2268 43.7638 2.5402 -1.4600 -3.7453 -0.7439 4.8270 -1.5391 -0.3805

β ^ = -5.0770 -1.0107 -6.0877 4.6156 -3.7453 -11.3913 -1.4354 -1.5391 0.5831 0.0848

σ ^ = 5.0940 0.2074 5.3014 2.4467 -0.7439 -1.4354 -3.6307 -0.3805 0.0848 0.3199

σ ^ 2= 26 ln L = -109.80-2 ln L  = 219.61

No x y +
δ z f (z ) 1-Φ (z ) φz /

(1-Φz )  Li ln Li ∂α ∂β ∂σ ∂α∂α ∂α∂ β ∂α∂σ ∂β∂ β ∂β∂σ ∂σ∂σ

計 2.5402 4.6156 2.4467 -1.4600 -3.7453 -0.7439 -11.3913 -1.4354 -3.6307
1 1 36 1 0.3023 0.0748 0.3812 0.9998 0.3812 -0.9644 0.1963 0.1963 0.0593 -0.0269 -0.0269 -0.0467 -0.0269 -0.0467 -0.0258
2 1 36 1 0.3023 0.0748 0.3812 0.9998 0.3812 -0.9644 0.1963 0.1963 0.0593 -0.0269 -0.0269 -0.0467 -0.0269 -0.0467 -0.0258
3 1 36 1 0.3023 0.0748 0.3812 0.9998 0.3812 -0.9644 0.1963 0.1963 0.0593 -0.0269 -0.0269 -0.0467 -0.0269 -0.0467 -0.0258
4 1 36 1 0.3023 0.0748 0.3812 0.9998 0.3812 -0.9644 0.1963 0.1963 0.0593 -0.0269 -0.0269 -0.0467 -0.0269 -0.0467 -0.0258
5 1 36 1 0.3023 0.0748 0.3812 0.9998 0.3812 -0.9644 0.1963 0.1963 0.0593 -0.0269 -0.0269 -0.0467 -0.0269 -0.0467 -0.0258
6 2 36 1 1.2990 0.0337 0.0970 1.7695 0.0970 -2.3333 0.3474 0.6947 0.4512 -0.0321 -0.0642 -0.1099 -0.1283 -0.2197 -0.2313
7 2 36 1 1.2990 0.0337 0.0970 1.7695 0.0970 -2.3333 0.3474 0.6947 0.4512 -0.0321 -0.0642 -0.1099 -0.1283 -0.2197 -0.2313
8 2 36 1 1.2990 0.0337 0.0970 1.7695 0.0970 -2.3333 0.3474 0.6947 0.4512 -0.0321 -0.0642 -0.1099 -0.1283 -0.2197 -0.2313
9 3 36 1 2.2956 0.0056 0.0108 2.6375 0.0108 -4.5238 0.5178 1.5533 1.1886 -0.0347 -0.1042 -0.1814 -0.3127 -0.5442 -0.6498

10 1 30 0 -0.8755 0.0534 0.8094 0.3360 0.0534 -2.9303 -0.1719 -0.1719 -0.0458 -0.0385 -0.0385 0.0675 -0.0385 0.0675 -0.0501
11 1 30 0 -0.8755 0.0534 0.8094 0.3360 0.0534 -2.9303 -0.1719 -0.1719 -0.0458 -0.0385 -0.0385 0.0675 -0.0385 0.0675 -0.0501
12 1 33 0 -0.2866 0.0752 0.6128 0.6248 0.0752 -2.5881 -0.0563 -0.0563 -0.1802 -0.0385 -0.0385 0.0221 -0.0385 0.0221 0.0290
13 1 33 0 -0.2866 0.0752 0.6128 0.6248 0.0752 -2.5881 -0.0563 -0.0563 -0.1802 -0.0385 -0.0385 0.0221 -0.0385 0.0221 0.0290
14 1 36 0 0.3023 0.0748 0.3812 0.9998 0.0748 -2.5927 0.0593 0.0593 -0.1784 -0.0385 -0.0385 -0.0233 -0.0385 -0.0233 0.0280
15 2 28 0 -0.2715 0.0755 0.6070 0.6335 0.0755 -2.5839 -0.0533 -0.1066 -0.1818 -0.0385 -0.0771 0.0209 -0.1541 0.0419 0.0300

38 4 23 0 0.7403 0.0595 0.2296 1.3213 0.0595 -2.8210 0.1453 0.5813 -0.0887 -0.0385 -0.1541 -0.0571 -0.6166 -0.2282 -0.0248
39 4 26 0 1.3292 0.0324 0.0919 1.7947 0.0324 -3.4304 0.2609 1.0437 0.1505 -0.0385 -0.1541 -0.1024 -0.6166 -0.4098 -0.1657
40 4 28 0 1.7218 0.0178 0.0426 2.1293 0.0178 -4.0294 0.3380 1.3520 0.3857 -0.0385 -0.1541 -0.1327 -0.6166 -0.5308 -0.3042

 反復 0 1 2 3 4 5
α ^ = 39.5370 43.7638 44.4781 44.6454 44.6542 44.6542

β ^ = -5.0770 -6.0877 -6.2738 -6.3175 -6.3198 -6.3198

σ ^ = 5.0940 5.3014 5.7571 5.8822 5.8895 5.8895
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セルに設定しても解が得られる．あえて，面倒な 2 階の偏微分式を求め，Excel シート上でニ

ュートン・ラフソン法による反復計算の過程を示したのは，統計ソフトが実際に行っている

計算方式を可視化するためである． 

 

表 15  収束した第 5 反復でのニュートン・ラフソン法による計算結果 

 

 

  第 8 節で，JMP で計算した共分散行列を使って，回帰直線の 95%信頼区間の計算しグラフ

化した例を表 16 に示した．ニュートン・ラフソン法の計算過程で，2 階の偏微分行列である

へシアン行列 H の負の逆行列が，共分散行列となっている．よく見ると  JMP の 

0( ) 6.719Var β = に対して Excel では，最後の桁が 6.4718 と異なる． ( ) 0.5938Var σ = に対して

0.5937 と異なる． 

正規分布 元の 変化量 新たな １階の 2階の偏微分 負の逆行列

Newton-Raphson法 パラメータ (-H )-1U パラメータ 偏微分U H (-H )-1

α ^ = 44.654 0.0000 44.6542 0.0000 -1.0625 -2.7639 0.1961 6.4718 -2.1000 0.3662

β ^ = -6.320 0.0000 -6.3198 0.0000 -2.7639 -8.4655 0.2982 -2.1000 0.8003 -0.0986

σ ^ = 5.889 0.0000 5.8895 0.0000 0.1961 0.2982 -1.7556 0.3662 -0.0986 0.5937

σ ^ 2= 35 ln L = -105.85-2 ln L  = 211.69

No x y +
δ z f (z ) 1-Φ (z ) φz /

(1-Φz )  Li ln Li ∂α ∂β ∂σ ∂α∂α ∂α∂ β ∂α∂σ ∂β∂ β ∂β∂σ ∂σ∂σ

計 0.0000 0.0000 0.0000 -1.0625 -2.7639 0.1961 -8.4655 0.2982 -1.7556
1 1 36 1 -0.3964 0.0626 0.6541 0.5639 0.6541 -0.4245 0.0957 0.0957 -0.0379 -0.0156 -0.0156 -0.0101 -0.0156 -0.0101 0.0104
2 1 36 1 -0.3964 0.0626 0.6541 0.5639 0.6541 -0.4245 0.0957 0.0957 -0.0379 -0.0156 -0.0156 -0.0101 -0.0156 -0.0101 0.0104
3 1 36 1 -0.3964 0.0626 0.6541 0.5639 0.6541 -0.4245 0.0957 0.0957 -0.0379 -0.0156 -0.0156 -0.0101 -0.0156 -0.0101 0.0104
4 1 36 1 -0.3964 0.0626 0.6541 0.5639 0.6541 -0.4245 0.0957 0.0957 -0.0379 -0.0156 -0.0156 -0.0101 -0.0156 -0.0101 0.0104
5 1 36 1 -0.3964 0.0626 0.6541 0.5639 0.6541 -0.4245 0.0957 0.0957 -0.0379 -0.0156 -0.0156 -0.0101 -0.0156 -0.0101 0.0104
6 2 36 1 0.6767 0.0539 0.2493 1.2728 0.2493 -1.3891 0.2161 0.4322 0.1462 -0.0219 -0.0437 -0.0515 -0.0875 -0.1030 -0.0597
7 2 36 1 0.6767 0.0539 0.2493 1.2728 0.2493 -1.3891 0.2161 0.4322 0.1462 -0.0219 -0.0437 -0.0515 -0.0875 -0.1030 -0.0597
8 2 36 1 0.6767 0.0539 0.2493 1.2728 0.2493 -1.3891 0.2161 0.4322 0.1462 -0.0219 -0.0437 -0.0515 -0.0875 -0.1030 -0.0597
9 3 36 1 1.7498 0.0147 0.0401 2.1535 0.0401 -3.2169 0.3657 1.0970 0.6398 -0.0251 -0.0752 -0.1060 -0.2256 -0.3179 -0.2940

10 1 30 0 -1.4151 0.0249 0.9215 0.1591 0.0249 -3.6934 -0.2403 -0.2403 0.1702 -0.0288 -0.0288 0.0816 -0.0288 0.0816 -0.1444
11 1 30 0 -1.4151 0.0249 0.9215 0.1591 0.0249 -3.6934 -0.2403 -0.2403 0.1702 -0.0288 -0.0288 0.0816 -0.0288 0.0816 -0.1444
12 1 33 0 -0.9057 0.0449 0.8175 0.3238 0.0449 -3.1023 -0.1538 -0.1538 -0.0305 -0.0288 -0.0288 0.0522 -0.0288 0.0522 -0.0421
13 1 33 0 -0.9057 0.0449 0.8175 0.3238 0.0449 -3.1023 -0.1538 -0.1538 -0.0305 -0.0288 -0.0288 0.0522 -0.0288 0.0522 -0.0421
14 1 36 0 -0.3964 0.0626 0.6541 0.5639 0.0626 -2.7707 -0.0673 -0.0673 -0.1431 -0.0288 -0.0288 0.0229 -0.0288 0.0229 0.0152
15 2 28 0 -0.6816 0.0537 0.7523 0.4204 0.0537 -2.9244 -0.1157 -0.2315 -0.0909 -0.0288 -0.0577 0.0393 -0.1153 0.0786 -0.0114
16 2 28 0 -0.6816 0.0537 0.7523 0.4204 0.0537 -2.9244 -0.1157 -0.2315 -0.0909 -0.0288 -0.0577 0.0393 -0.1153 0.0786 -0.0114
17 2 28 0 -0.6816 0.0537 0.7523 0.4204 0.0537 -2.9244 -0.1157 -0.2315 -0.0909 -0.0288 -0.0577 0.0393 -0.1153 0.0786 -0.0114
18 2 30 0 -0.3421 0.0639 0.6338 0.5936 0.0639 -2.7506 -0.0581 -0.1162 -0.1499 -0.0288 -0.0577 0.0197 -0.1153 0.0394 0.0187
19 2 33 0 0.1673 0.0668 0.4336 0.9074 0.0668 -2.7061 0.0284 0.0568 -0.1650 -0.0288 -0.0577 -0.0096 -0.1153 -0.0193 0.0264
20 2 36 0 0.6767 0.0539 0.2493 1.2728 0.0539 -2.9211 0.1149 0.2298 -0.0920 -0.0288 -0.0577 -0.0390 -0.1153 -0.0780 -0.0108
21 2 36 0 0.6767 0.0539 0.2493 1.2728 0.0539 -2.9211 0.1149 0.2298 -0.0920 -0.0288 -0.0577 -0.0390 -0.1153 -0.0780 -0.0108
22 3 16 0 -1.6461 0.0175 0.9501 0.1083 0.0175 -4.0469 -0.2795 -0.8385 0.2903 -0.0288 -0.0865 0.0949 -0.2595 0.2847 -0.2055
23 3 19 0 -1.1367 0.0355 0.8722 0.2397 0.0355 -3.3382 -0.1930 -0.5790 0.0496 -0.0288 -0.0865 0.0655 -0.2595 0.1966 -0.0829
24 3 21 0 -0.7971 0.0493 0.7873 0.3688 0.0493 -3.0098 -0.1353 -0.4060 -0.0619 -0.0288 -0.0865 0.0460 -0.2595 0.1379 -0.0261
25 3 23 0 -0.4575 0.0610 0.6764 0.5312 0.0610 -2.7968 -0.0777 -0.2331 -0.1342 -0.0288 -0.0865 0.0264 -0.2595 0.0791 0.0107
26 3 26 0 0.0518 0.0676 0.4793 0.8312 0.0676 -2.6935 0.0088 0.0264 -0.1693 -0.0288 -0.0865 -0.0030 -0.2595 -0.0090 0.0286
27 3 26 0 0.0518 0.0676 0.4793 0.8312 0.0676 -2.6935 0.0088 0.0264 -0.1693 -0.0288 -0.0865 -0.0030 -0.2595 -0.0090 0.0286
28 3 26 0 0.0518 0.0676 0.4793 0.8312 0.0676 -2.6935 0.0088 0.0264 -0.1693 -0.0288 -0.0865 -0.0030 -0.2595 -0.0090 0.0286
29 3 33 0 1.2404 0.0314 0.1074 1.7209 0.0314 -3.4614 0.2106 0.6318 0.0914 -0.0288 -0.0865 -0.0715 -0.2595 -0.2146 -0.1042
30 3 33 0 1.2404 0.0314 0.1074 1.7209 0.0314 -3.4614 0.2106 0.6318 0.0914 -0.0288 -0.0865 -0.0715 -0.2595 -0.2146 -0.1042
31 4 12 0 -1.2522 0.0309 0.8948 0.2036 0.0309 -3.4761 -0.2126 -0.8505 0.0965 -0.0288 -0.1153 0.0722 -0.4613 0.2888 -0.1068
32 4 12 0 -1.2522 0.0309 0.8948 0.2036 0.0309 -3.4761 -0.2126 -0.8505 0.0965 -0.0288 -0.1153 0.0722 -0.4613 0.2888 -0.1068
33 4 14 0 -0.9126 0.0447 0.8193 0.3211 0.0447 -3.1086 -0.1550 -0.6198 -0.0284 -0.0288 -0.1153 0.0526 -0.4613 0.2105 -0.0432
34 4 14 0 -0.9126 0.0447 0.8193 0.3211 0.0447 -3.1086 -0.1550 -0.6198 -0.0284 -0.0288 -0.1153 0.0526 -0.4613 0.2105 -0.0432
35 4 14 0 -0.9126 0.0447 0.8193 0.3211 0.0447 -3.1086 -0.1550 -0.6198 -0.0284 -0.0288 -0.1153 0.0526 -0.4613 0.2105 -0.0432
36 4 21 0 0.2759 0.0652 0.3913 0.9814 0.0652 -2.7302 0.0469 0.1874 -0.1569 -0.0288 -0.1153 -0.0159 -0.4613 -0.0636 0.0222
37 4 21 0 0.2759 0.0652 0.3913 0.9814 0.0652 -2.7302 0.0469 0.1874 -0.1569 -0.0288 -0.1153 -0.0159 -0.4613 -0.0636 0.0222
38 4 23 0 0.6155 0.0560 0.2691 1.2266 0.0560 -2.8815 0.1045 0.4180 -0.1055 -0.0288 -0.1153 -0.0355 -0.4613 -0.1420 -0.0039
39 4 26 0 1.1249 0.0360 0.1303 1.6261 0.0360 -3.3248 0.1910 0.7640 0.0451 -0.0288 -0.1153 -0.0649 -0.4613 -0.2594 -0.0806
40 4 28 0 1.4645 0.0232 0.0715 1.9085 0.0232 -3.7645 0.2487 0.9946 0.1944 -0.0288 -0.1153 -0.0844 -0.4613 -0.3378 -0.1567
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表 16  収束した第 5 反復での共分散行列 

 
    Excel   反復 5                           JMP                 Excel   反復 6 

 

  この原因は，Excel では，5 回の反復で収束したと Excel の有効数字の範囲内で判断したの

であるが，JMP では，更に反復を繰り返したための相違である．Excel でもう 1 反復した場

合の共分散は，JMP の結果と一致する． 

 

  共分散行列を活用することにより，統計ソフトでは対応していない種々の推定を行うこと

ができる．多くの入門的な統計の教科書では，「行列」表記を避けているために，回帰直線の

95％信頼区間，および個別データの 95％信頼区間は，「この式で与えられる」と天下り的な記

述をしている． 

  打ち切りがある場合でも，無い場合でも回帰直線の 95％信頼区間の求め方は，得られた共

分散行列を用いれば，全く同じ式となる．スライド 61 とスライド 62 を再掲する． 

 

スライド 61（再掲）                      スライド 62（再掲） 

612017.11.18  高橋行雄

分散共分散行列

対角要素が分散

Var（β0) = 6.4719，Var(β1）=0.8003
共分散

Cov（β0， β1）= ‐2.1001

 
622017.11.18  高橋行雄

y＾の分散

Var(y＾) = Var(β0＾ + β1＾ x)
= Var(β0＾)+2Cov(β0＾，β1＾) xi +Var(β1＾) xi

2

x = [ 1， x ] Σ =
•

と置いたときに，次のような行列計算でも計算
できる．

Var(y＾) = x Σ xT

 
 

 

  

負の逆行列

(-H )-1

6.4718 -2.1000 0.3662
-2.1000 0.8003 -0.0986
0.3662 -0.0986 0.5937

共分散行列

パラメータ

β0

β1

σ

β0

6.4719

-2.1001

0.3662

β1

-2.1001

0.8003

-0.0986

σ

0.3662

-0.0986

0.5938

負の逆行列

(-H )-1

6.4719 -2.1001 0.3662
-2.1001 0.8003 -0.0986
0.3662 -0.0986 0.5938
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