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第 3 章  尤度比検定のためのデザイン行列 

 

  ポアソン分布を仮定した 2 群間の尤度比検定については，第 1.6 節でポアソン回帰による

方法を示した．尤度比検定は，身近な 2×2 の分割表に対する検定の一つとして良く知られお

り，ポアソン分布を仮定した 2 群間の尤度比検定の考え方と対比する．ポアソン回帰を使用

して様々な解析を行うためには，回帰分析の基礎となるデザイン行列について習熟し，目的

とする比較を行うために適合するデザイン行列を自ら生成することが必要である．そのため

に，2×2 の要因配置型のデータに対してポアソン回帰を行うために必要な各種のデザイン行

列について基礎的な考え方に基づいた応用方法を示す．さらに，2 本のポアソン回帰直線をあ

てはめる場合に，切片が共通の場合，傾きが共通の場合，交互作用を検討する場合，別々の

直線をあてはめる場合，などに必要なデザイン行列の型の選択方法について示す． 
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3. 尤度比検定のためのデザイン行列 

 

 

  ポアソン分布を仮定した 2 群間の尤度比検定については，第 1.6 節でポアソン回帰による

方法を示した．尤度比検定は，身近な 2×2 の分割表に対する検定の一つとして良く知られお

り，ポアソン分布を仮定した 2 群間の尤度比検定の考え方と対比する．ポアソン回帰を使用

して様々な解析を行うためには，回帰分析の基礎となるデザイン行列について習熟し，目的

とする比較を行うために適合するデザイン行列を自ら生成することが必要である．そのため

に，2×2 の要因配置型のデータに対してポアソン回帰を行うために必要な各種のデザイン行

列について基礎的な考え方に基づいた応用方法を示す．さらに，2 本のポアソン回帰直線をあ

てはめる場合に，切片が共通の場合，傾きが共通の場合，交互作用を検討する場合，別々の

直線をあてはめる場合，などに必要なデザイン行列の型の選択方法について示す． 

 

 

3.1. 2×2 の分割表に対する尤度比検定の基礎 

 

  尤度比検定は，2×2 の分割表に対する Pearson のカイ 2 乗検定と同様に良く知られている．

そこで，2×2 の分割表に対するこれらの検定方法を復習し，ポアソン分布を仮定した 2 群間

の尤度比検定の基礎となる考え方を示す．表 3.1 に示した 2×2 の分割表は，第 1.6 節の表 1.15

の 1 日当たりの犯罪件数データを犯罪の（0:なし，1:あり）にまとめ直したものである［アル

トマン（1999）］． 

 

表 3.1  インド 3 地域の 5 年間の満月と新月の日に起きた犯罪の件数 

   

 

分割表に対する 2 種類の検定 

  JMP の「二変量の関係」を用い，2×2 の分割表としての解析結果を表 3.2 に示す．尤度比

のカイ 2 乗値が 60.9396，Pearson のカイ 2 乗値が 58.9845 として出力されている．これらの

カイ 2 乗値が，自由度 1 のカイ 2 乗分布に従うことから p 値が求められている． 

  

0:なし  1：あり 計

1:満月 40 143 183
2:新月 114 72 186

計 154 215 369

犯罪

0:なし  1：あり 計

1:満月 n 11 n 12 n 1・

2:新月 n 21 n 22 n 2・

計 n ・1 n ・2 n ・・

犯罪
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表 3.2  満月と新月の日に起きた犯罪の有無に対する 2×2 の分割表に対する検定 

   
 

  どちらの検定も，2×2 の分割表に対する期待度数 ˆij を用いて定式化されている．期待度数

は，周辺の度数を用いて計算される．ここで， in  は行方向の和， jn は列方向の和，nはセル

全体の和である．期待度数 ˆij は，次のように周辺度数から求められた割合の積から期待割合

を算出し，全体の数 nを掛けて期待度数を算出している． 

 ˆ j i ji
ij

n n nn
n

n n n
      


  

， 1,2i  ， 1, 2j   （3.1） 

  Pearson のカイ 2 乗検定統計量は，各セルの実現値 ijn と期待度数 ˆij の差の平方を期待度数 

ˆij で割り，全てのセルの和として定義されている． 

 

2
2 22

1 1

2 2

ˆ( )

ˆ

(40 76.374) (72 108.374)

76.374 108.374
17.3235 12.2083

58.9845

ij ij
Pearson i j

ij

n 


 




 
  

  


 





 （3.2） 

 
  簡便な計算公式として，セルの対角要素の積の差を平方し n を掛けて，全ての周辺の和で

割った計算式 

 

2
2 11 22 21 12

1 2 1 2

2

( )

(40 72 114 143) 369

183 186 154 215
58.9845

Pearson

n n n n n

n n n n
 



   


  




   

 （3.3） 

 

も良く知られている． 

 

  尤度比カイ 2 乗値は，各セルの実現値 ijn を期待度数 ˆij で割り，対数を取り，実現値 ijn を掛

け，全てのセルの和とする計算手順が知られている．この手順は，多くの統計の教科書でも

示されていて，もちろん統計ソフトでの計算手順の解説でもでこの方法が示されている． 

1:満⽉

2:新⽉

合計

40
76.374

143
106.626

114
77.626

72
108.374

183

186

154 215 369

犯罪
度数
期待値

0:なし 1︓あり 合計
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2 22

1 1
2 ln

ˆ

40 72
2 40 ln 72 ln

76.3740 108.3740

( 51.7410) ( 58.8848)

60.9396

ij
likelihood iji j

ij

n
n

 

 
   

 
                

    


 





 （3.4） 

  これらの式を用いて Excel によって計算した結果を表 3.3 に示す．この結果は，もちろん

表 3.2 に示した JMP による計算結果と一致する． 

 

表 3.3  Excel による期待度数から求めた Pearson および尤度比のカイ 2 乗値 

 
 

  期待度数 ˆij を用いた計算手順は，簡潔ではあるが，表 1.19 で示したポアソン分布を仮定し

た 2 群間の尤度比検定の計算の考え方とは異なる．式（3.4）は，簡便な計算公式として広く

使われている． 

 

出現確率を用いた尤度比検定 

  第 1.6 節の表 1.19 で計算したポアソン分布を仮定した尤度比検定と同様に，2×2 の分割表

に対しても出現確率を求めて，ポアソン分布と同様な方法を試みる．表 3.4 に示すように満月

における 1 日当たりの犯罪が［1:あり］の確率は， 143 /183P 満月,1 0.7814 であり，143 日の

確率は， 143
,1 0.7814P 満月 となる．犯罪が「0:なし」の 40 日の確率は， 40

,0 0.2186P 満月 である．

満月の日の対数尤度の和 ln L満月は， 

 
40 143ln ln(0.2186 ) ln(0.7814 )

60.8243 35.2697 96.0940

L  

    
満月  （3.5） 

 

表 3.4  出現率に対する対数尤度 

 
  

0:なし  1：あり 計 期待度数 Pearson 尤度比

1:満月 40 143 183 76.3740 106.6260 17.3235 12.4085 -51.7410 83.9459
2:新月 114 72 186 77.6260 108.3740 17.0441 12.2083 87.6194 -58.8848

計 154 215 369 総和 58.9845 総和 60.9396

犯罪 n 満月 P 満月 ln L 満月 n 新月 P 新月 ln L 新月 n 満＋新 P 満＋新 ln L 満＋新

0:なし 40 0.2186 -60.8243 114 0.6129 -55.8085 154 0.4173 -134.5720

1:あり 143 0.7814 -35.2697 72 0.3871 -68.3338 215 0.5827 -116.1341
計 183 -96.0940 186 -124.1423 369 -250.7061

L 満月 L 新月 L 満＋新

完全モデル   96.0940124.1423= 220.2363 縮小モデル

満月 新月 満月＋新月

1.8489E-42 1.2181E-54 1.3174E-109
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である．ここでの対数尤度の計算は，1 日ごとの犯罪が（0:なし，1:あり）の 2 値反応に対す

るベルヌーイ分布としての確率を用いている．同様に，新月の ln L新月は， 

 
114 72ln ln(0.6129 ) ln(0.3871 )

55.8085 68.3338 124.1423

L  

    
新月  （3.6） 

であり，満月と新月を合わせた ln L満月＋新月は， 

 
154 215ln ln(0.4173 ) ln(0.5827 )

134.57 116.1341 250.720 061

L



 

   
満月＋新月  （3.7） 

となる． 

 

  尤度比検定は，満月と新月を合わせた全体の犯罪発生率の対数尤度（縮小モデル）と，満

月と新月を別々にした犯罪発生率の対数尤度（完全モデル）の差の 2 倍を検定統計量として

いる．別々の満月と新月の対数尤度を加えた完全モデルは， 

 ln ln ln

96.0940 124.1423 220.2363

L L L 

   
満月満月,新月 新月

 （3.8） 

であり，縮小モデルの対数尤度 250.7061ln L 満月＋新月 との差の 2 倍の 2
likelihood は，  

 
2 220.2363) 250.7061)]

2 30.4698 60.9396

2 [( (likelihood   
  
 

 （3.9） 

となる．このように，完全モデルと縮小モデルの確率の積の対数を基本にした尤度比検定の

結果と，表 3.3 に示した 2×2 の分割表に対する尤度比検定の結果が一致することが確認され

る． 

 

  尤度比検定は「比」と言っているのに，実際は「差」としている．元々は，尤度の比につい

て対数を取り 2 倍した統計量が，カイ 2 乗分布に従うことから，伝統的に「尤度比」と言わ

れている．尤度比の形式では， 

 

42 54

2

109

1.8489 10 1.2181 10

1.3174 10

60.9396

2ln

2ln

2ln

likelihood

L L

L



 



 
  

 
 

   
 
 


 

 
 



満月 新月

満月+新月

完全モデル

縮小モデル

 （3.10） 

 

となり，2×2 の分割表に対する式（3.4）に示した簡便公式の尤度比検定統計量と一致するこ

とが確認される． 
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分割表に対する簡便公式の尤度比検定統計量の誘導 

  これまで，出現確率を用いた尤度比検定の考え方を示してきたが，尤度比検定の定義に従

った計算式は， 

 

2 1

1 1
2

2

1

2ln

ij

j

n

ij

i j
i

likelihood n

j

j

n

n

n

n


 



  
  
          

 










 （3.11） 

である．式を変形することにより，分割表の簡便公式による尤度比検定統計量が次のように

導出できる． 

 

1 2

2 2

1 1
2

2

1

2 2

1 1

2 2

1 1

2ln

2ln
/

2 ln
ˆ

ij

j j

ij

n

ij

i j
i

likelihood n n

j

j

n

ij

i j
i j

ij
iji j

ij

n

n

n

n

n

n n n

n
n





 





 

 

  
  
    

      
  
       

 
   

 

 



 

 







  

 （3.12） 

  式（3.12）は，式（3.4）に一致することから，ポアソン分布を仮定した 2 群間比較に対す

る尤度比検定の考え方は，2×2 の分割表における期待度数 ˆij を用いた尤度比検定と同様な方

法であることが確認される． 

 

  ポアソン分布を仮定した 2 群のカウント・データに対し，表 1.8 に示したようにポアソン

回帰により尤度比検定の結果が得られ，表 1.19 に示したように Excel による尤度比検定を試

み結果が一致した．同様の考え方でベルヌーイ分布を仮定した 2×2 の分割表に対する式（3.11）

で示した尤度比検定の結果が，いわゆる 2×2 の分割表に対する尤度比検定の結果に一致する

ことを確認できた．これは，式（3.11）が式（3.4）に等しくなることを式（3.12）によって確認

した． 

 

  分割表に対する尤度比検定の式（3.4）の導出は，尤度比検定の最も基礎的な課題であるとの

認識で，参考になる文献を探して見たが，なかなか見出すことができなかった．唯一，Agresti.A. 

（2013），Categorical Data Analyssis 3rd ed の 3.2.1 Peason and Likelifood-Ratio Chi-SquaredTest に

分割表の一般式として同様の導出方法が示されている． 
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3.2. 一般化線形モデルで 2 項分布を仮定した 2 群間比較 

 

  「満月の日： 0x  」，「新月の日： 1x  」，「犯罪のなし： 0y  」，「犯罪のあり： 1y  」と

して一般化線形モデルで，2 項分布を仮定した 2 群間比較を行う．JMP の「一般化線形モデ

ル」を使うために表 3.5 に示すように件数を縦方向に並べ直す． 

 

表 3.5  一般化線形モデルを適用するためのデータリスト 

 
 

  リンク関数は，（ロジット，プロビット，補 2 重対数）の 3 種類あるが，群間比較の場合は，

完全フィットするので，尤度比カイ 2 乗値は，どれでも同じ結果となる．表 3.6 にリンク関数

を「ロジット」とした場合についての尤度比検定の結果を示す． 

 

表 3.6  犯罪の（なし，あり）に対する一般化線形モデル（ロジット・リンク） 

 
 

  「縮小」の行の「(-1)*対数尤度」列の 250.7061 が，表 3.4 に示した 250.7061ln L 満月+新月 に

対応し，「完全」の 220.2363 が，l 220.2363n lnL L  満月 新月 に対応する．「差分」の行の「尤度

比カイ 2 乗」の 60.9369 が，式（3.9）の 2 2 30.4698 60.9396likelihood    に対応する． 

 

  表 3.7 に回帰パラメータについての推定値，標準誤差，尤度比カイ 2 乗の結果を示す．「項」

の列の「x」の行の「尤度比カイ 2 乗」の結果も 60.9396 と表 3.6 の結果に一致する． 

 

表 3.7  ロジット変換に対する回帰パラメータの推定 

 
  

切片 満新 犯罪 件数

μ x y n
1 0 0 40
1 0 1 143
1 1 0 114
1 1 1 72

計 369

パラメータ推定値
項
切⽚
x

推定値
-1.2740
1.7335

標準誤差
0.1789
0.2338

尤度⽐カイ2乗
61.5039
60.9396
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  推定値は，切片が，「満月の日： 0x  」とした場合の「犯罪のなし： 0y  」のロジット 

 
, 0

, 0

0.2186
1ln l .2740

0.2186
n

1 1
y

y

p
logit

p




           




満月

満月

 （3.13） 

に一致し，「新月の日： 1x  」とした場合には，満月と新月のロジットの差 

 

0 , 0

, 00

ln ln
1 1

0.6129
1.2740)

0.6129

0.4595 1.2740

1.7

ln (

5

1

33

y y

yy

p p
logit

p p
 



   
         
  



 


 



新月, 満月

満月新月,

 （3.14） 

となっている． 

 

Excel ソルバーを用いたロジスティック回帰 

  一般化線形モデルで分布を「2 項」，リンク関数を「ロジット」と設定し，ロジスティック

回帰による 2×2 の分割表に対する尤度比検定を行い，結果の見方について示した．ポアソン

回帰のみならず，ロジスティック回帰も Excel のソルバーを用いて簡単にできることを示す． 

 

  ロジスティック回帰は，表 3.5 に示すように，満月の日を 0x  ，新月の日を 1x  とし，2

値反応 に対して式（3.13）および式（3.14）に示したロジット変換（logit）し，直線をあて

はめる方法である．図 3.1（左）に示すように 2 ポイントしかないのでそれらの点を通る直線

となる．もちろん切片は ，傾きは である． 

 

   

図 3.1  ロジスティック直線およびロジスティック曲線のあてはめ 
 

  

y

0 1.2740   1 1.7335 

   x 1 logit

1 0.4595
0 -1.2740

   x 1 p

1 0.6129
0 0.2186
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  シグモイド曲線として，ロジスティック分布の累積分布関数 ( )F x  

 

 
 

0 1

0 1

1
exp exp

( )
1

1 exp 1 exp

exp

1 exp

x
x

F x
x

x

x

x

 
  

 
  

 
 

      
    

        
   



 

 （3.15） 

ただし， 0 /   ， 1 1 /    

を使う．表 3.7 で得られた回帰パラメータは， 0 1.2740   ， 1 1.7335  なので，図 3.1（右）

に示すように推定値は， 

満月 0x  ： 0

exp( 1.2740 1.7335 0)
( 0) 0.2186

1 exp( 1.2740 1.7335 0)
P F x

  
   

   
 

新月 1x  ：  1

exp( 1.2740 1.7335 1)
( 1) 0.6128

1 exp( 1.2740 1.7335 1)
P F x

  
   

   
 

となる． 

 

  表 3.8 に Excel ソルバーを用いた最尤法によるロジスティックス回帰の解析法を示す．初期

値を 0
ˆ 0.0  ， 1̂ 0.0  として 

 0 1
ˆ ˆ

i ilogit x    （3.16） 

 

表 3.8  Excel ソルバーによるロジスティック回帰 

 
  

初期値 β 0^= 0.0000

β 1^= 0.0000

切片 満新 犯罪 件数

x 0 x 1 y n logit π ^ P^ ln L i

1 0 0 40 0.0000 0.5000 0.5000 -27.7259
1 0 1 143 0.0000 0.5000 0.5000 -99.1200
1 1 0 114 0.0000 0.5000 0.5000 -79.0188
1 1 1 72 0.0000 0.5000 0.5000 -49.9066

計 369 ln L  = -255.7713

最尤解 β 0^= -1.2740

β 1^= 1.7335

切片 満新 犯罪 件数

x 0 x 1 y n logit π ^ P^ ln L i

1 0 0 40 -1.2740 0.2186 0.2186 -60.8243
1 0 1 143 -1.2740 0.2186 0.7814 -35.2697
1 1 0 114 0.4595 0.6129 0.6129 -55.8086
1 1 1 72 0.4595 0.6129 0.3871 -68.3337

計 369 ln L  = -220.2363

二項分布

二項分布
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exp( )

ˆ
1 exp( )

i
i

i

logit

logit
 


 （3.17） 

 ˆ ˆBinom.dist(1 ,1, , )i i iP y false   （3.18） 

 ˆln( ) ln( )i i iL n P  （3.19） 

 ln ln( ) 255.7713ii
L L    （3.20） 

 
が計算されている．Excel ソルバーで， ln Lの最大化するために， 0 0.0  ， 1 0.0  を変化さ

せると 0
ˆ 1.2740   ， 1̂ 1.7335  が得られ，対数尤度 ln 220.2363L   は，表 3.4 の完全モデル

に一致する． 

 

切片に対する尤度比検定に対する補足 

  さて，表 3.7 に示したロジット変換に対する回帰パラメータ推定値で，切片項の推定値が  

-1.2740 に対し，尤度比カイ 2 乗値が，61.5039 と高度に有意となっている．どのような計算

が行われているのだろうか．尤度比検定は，完全モデルの尤度と縮小モデルの尤度の比であ

るので，モデル式から切片項を除いたモデルであるが，実際にはどのように計算したらよい

のであろうか． 

 

  切片がない場合のモデルは，「原点を通る直線」をあてはめることになる．ロジット変換し

た場合にゼロとなる出現率は，0.50 である．確認すると 

 
0.50

ln ln 0
1 1 0.50

logit



            
 （3.21） 

確かにゼロとなる．従って，「満月の日： 0x  」，「新月の日： 1x  」，としたので，満月の日

の犯罪がない率を 0.50 とし，新月の日の犯罪がない率 0.6129 とした場合が縮小モデルとな

る．表 3.9 に「切片 抜き縮小モデル」の対数尤度が -250.9882 となり，完全モデルとの差の

2 倍が，61.5039 となり，表 3.7 の結果に一致する． 

 

表 3.9  切片抜き縮小モデルの対数尤度 

 
  

0x

切片 満月新月 犯罪 件数

x 0 x 1 y n P^ ln L i P^ ln L i P^ ln L i

1 0 0 40 0.2186 -60.8243 0.4173 -34.9538 0.5000 -27.7259
1 0 1 143 0.7814 -35.2697 0.5827 -77.2427 0.5000 -99.1200
1 1 0 114 0.6129 -55.8085 0.4173 -99.6182 0.6129 -55.8085
1 1 1 72 0.3871 -68.3338 0.5827 -38.8914 0.3871 -68.3338

369 -220.2363 -250.7061 -250.9882
完全モデルを基準とした対数尤度の差 30.4698 30.7519

2倍の対数尤度 60.9396 61.5039

完全モデル x 1 抜き縮小モデル x 0 抜き縮小モデル
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3.3. ポアソン回帰を用いた 2 群間の比較 

 

  第 1.6 節の表 1.19 で Excel によるポアソン分布を仮定した 2 群間の尤度比検定の結果を説

明なしで示した．第 3.2 節で 2×2 の分割で尤度比検定の考え方を示したので，ポアソン分布

の場合について拡張する．完全モデルの尤度は，満月および新月の日の犯罪件数に対し，そ

れぞれについてポアソン分布を仮定した場合である．縮小モデルは，満月と新月を合わせた

場合にポアソン分布を仮定する．尤度比検定は，それらの比として定義され，仮定する分布

が 2 項分布でもポアソン分布でも尤度比検定の考え方は同じである． 

 
2 2lnlikelihood  

  
 

完全モデルでの尤度

縮小モデルでの尤度
 （3.22） 

 

  満月の日の尤度，新月の日の尤度をそれぞれ L満月と L新月とし，満月と新月を合算した場合の

尤度を L満月＋新月  とすると尤度比検定は， 

  

2 2ln

2 ln

268.4776) ( 176.1202) (

ln

484.8

ln

2 865)]

80.5774

[(

likelihood

L L

L

L L L


 

   
 

  

     


満月 新月

満月＋新月

満月 満新月 月＋新月
 （3.23） 

となることを示した．この式は，2×2 の分割の尤度比検定で用いた式（3.10）と同じである

が，尤度の計算にポアソン分布を仮定した対数尤度を用いている．表 3.10 に JMP のポアソン

回帰による縮小モデル，完全モデル，それらの差，および，マイナス 2 倍の対数尤度を示す． 

 

表 3.10  ポアソン回帰による 2 群間比較 

 

 
 

 

   表 3.11 にポアソン回帰による 2 群間の比較の Excel の計算シートを示す．「満月の日：

1 0x  」，「新月の日： 1 1x  」とし，犯罪発現件数を y ，日数を nとする．  
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完全モデルは， 
 

0 0, 1 1,

1,

ˆ ˆˆ

1.3989 0.8935
i i i

i

y x x

x

  

 

完全 完全
 

 ,ˆln ln Poisson.dist( , )i i i iL n y y false     （3.24） 

 
ln 55.9562 68.0458 6.4132

444.5978

L     
 


  

と計算されている．切片のみの縮小モデルは， 

 0 0,
ˆˆ

0.9485
i iy x



縮小
 （3.25） 

 ,ˆln ln Poisson.dist( , )i i i iL n y y false     （3.26） 

 
ln 37.9404 64.0979 4.3380

484.8865

L     
 


 （3.27） 

と計算されている．完全モデルの尤度 444.5978 と縮小モデル 484.8865 との差の 2 倍で，表

3.11 の最後の行に示すように，80.5774となり式（3.23）と一致する． 

 

  傾きのみの縮小モデルは，計算エラーとなり計算されていない．これは，切片 0 がないモ

デルとなり， 1 0x  の場合にポアソン分布のパラメータが， 1ˆ 0i x   となり，1 以上のデータ 

 

表 3.11  犯罪件数に対する（0，1）形式でのポアソン回帰 

 
  

完全β 0^= 1.3989 縮小β 0^= 0.9485 －

完全β 1^= -0.8935 － 縮小β 1^= 0.5054

切片 満新 件数 日数

i x 0 x 1 y n y ^ lnL i y ^ lnL i y ^ lnL i

1 1 0 0 40 1.3989 -55.9562 0.9485 -37.9404 0.0000 0.0000
2 1 0 1 64 1.3989 -68.0458 0.9485 -64.0879 0.0000 #NUM!
3 1 0 2 56 1.3989 -79.5576 0.9485 -97.8535 0.0000 #NUM!
4 1 0 3 19 1.3989 -41.4883 0.9485 -55.0783 0.0000 #NUM!
5 1 0 4 1 1.3989 -3.2342 0.9485 -4.3380 0.0000 #NUM!
6 1 0 5 2 1.3989 -9.0159 0.9485 -12.0006 0.0000 #NUM!
7 1 0 9 1 1.3989 -11.1795 0.9485 -14.2261 0.0000 #NUM!
8 1 1 0 114 0.5054 -57.6128 0.9485 -108.1301 0.5054 -57.6129
9 1 1 1 56 0.5054 -66.5184 0.9485 -56.0769 0.5054 -66.5184
10 1 1 2 11 0.5054 -28.1977 0.9485 -19.2212 0.5054 -28.1977
11 1 1 3 4 0.5054 -17.3780 0.9485 -11.5954 0.5054 -17.3780
12 1 1 4 1 0.5054 -6.4132 0.9485 -4.3380 0.5054 -6.4132

ln L = -444.5978 ln L = -484.8865 ln L = #NUM!
対数尤度の差= 40.2887 #NUM!

2倍の差= 80.5774 #NUM!

完全モデル x 1 縮小モデル x 0 縮小モデル
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が全くないことになり，ポアソン分布が定義できないために 
 

 ( 0x ) 縮小 
 
 

ˆln ln Poisson.dist( 0, 0, )

ln 1 0

i i i i

i

L n y false

n

  

 
 （3.28） 

 ( 0x ) 縮小 
 
 

ˆln ln Poisson.dist( 0, 0, )

ln 0 #NUM!

i i i i

i

L n y false

n

  

 
 （3.29） 

 

計算不能（ #NUM!）となるためである．JMP および SAS での計算結果は，表 1.18 および表

1.20 に示したように，尤度比カイ 2 乗が共に，256.00 と出力されている．これは，共分散行

列から計算された SE を用いたワルド統計量を便宜的に使っているためと思われる． 

 

  計算不能となったのは，満月の日： 1 0x  」，「新月の日： 1 1x  」としたために起きた現象

で，表 3.12 に示すように，「満月の日： 1 0.5x  」，「新月の日： 1 1.5x  」のようなダミー変数

とすれば，計算可能となる． 

 

表 3.12  犯罪件数に対する（0.5，1.5）形式でのポアソン回帰 

 

 

  この結果が正しいのか，JMP での結果を表 3.13 の最後の行に示すように，切片の尤度比

カイ 2 乗は，362.0811 となり，Excel での結果と一致する．この様にポアソン回帰の場合に

は，名義尺度の与える数値により，結果が異なるので，切片に対する「尤度比カイ 2 乗」

は，全く意味をなさないことに注意が必要である． 

  

完全β 0^= 1.8457 縮小β 0^= 0.9485 －

完全β 1^= -0.8935 － 縮小β 1^= 0.9447

切片 満新 件数 日数

i x 0 x 1 y n y ^ lnL i y ^ lnL i y ^ lnL i

1 1 0.5 0 40 1.3989 -55.9563 0.9485 -37.9404 0.4723 -18.8934
2 1 0.5 1 64 1.3989 -68.0458 0.9485 -64.0879 0.4723 -78.2337
3 1 0.5 2 56 1.3989 -79.5576 0.9485 -97.8535 0.4723 -149.2745
4 1 0.5 3 19 1.3989 -41.4883 0.9485 -55.0783 0.4723 -85.7716
5 1 0.5 4 1 1.3989 -3.2342 0.9485 -4.3380 0.4723 -6.6507
6 1 0.5 5 2 1.3989 -9.0159 0.9485 -12.0006 0.4723 -18.0203
7 1 0.5 9 1 1.3989 -11.1795 0.9485 -14.2261 0.4723 -20.0248
8 1 1.5 0 114 0.5054 -57.6128 0.9485 -108.1301 1.4170 -161.5385
9 1 1.5 1 56 0.5054 -66.5184 0.9485 -56.0769 1.4170 -59.8337
10 1 1.5 2 11 0.5054 -28.1977 0.9485 -19.2212 1.4170 -15.5437
11 1 1.5 3 4 0.5054 -17.3780 0.9485 -11.5954 1.4170 -8.6525
12 1 1.5 4 1 0.5054 -6.4132 0.9485 -4.3380 1.4170 -3.2009

ln L = -444.5978 ln L = -484.8865 ln L = -625.6383
対数尤度の差= 40.2887 181.0406

2倍の差= 80.5774 362.0811

完全モデル x 1 縮小モデル x 0 縮小モデル
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表 3.13  JPM による犯罪件数に対する（0.5，1.5）形式でのポアソン回帰 

 

 
 

  名義尺度にどのような数値（ダミー変数）を与えるかは，自己責任で自由に設定できる．

ただし，切片に対する尤度比カイ 2 乗値は，計算の原理からは計算不能となる場合もあるが，

JMP および SAS では，便宜的な対応をしていることが推測される． 
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3.4. 2×2 の要因配置モデルに対する各種のデザイン行列 

 

デザイン行列に与える変数（ダミー変数） 

  ポアソン分布を仮定した解析を行うためには，一般化線形モデルで分布をポアソン分布，

リンク関数を恒等と設定してポアソン回帰を実施する方法をこれまで示してきた．基本的な

ポアソン回帰の場合は， 

 0 1i i iy x     ， i ポアソン分布 （3.30） 

のように，通常の回帰分析と同様な回帰式を用いてきた．この式で 0 の推定値は， 0x  にお

ける y の値なので Y 切片となり， 1 の推定値は，回帰直線の傾きで x のプラス 1 増加した場

合における y の増分である．なぜ，そのように言えるのか，数式を使って説明する．回帰パラ

メータの推定値 0 と 1̂ が得られ，回帰式で 

 0 1
ˆ ˆˆi iy x    （3.31） 

と推定値 ˆiy が得られた場合に， 0x  とした場合に 

 
0 0 1

0 1 0

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ ˆ0

xy x 

  
  

   
 （3.32） 

推定値は， 0 0
ˆˆxy   で，いわゆる Y 切片である．次に ix に適当な値として 2x  を代入した場

合， 

 
2 0 1

0 1

ˆ ˆˆ 2

ˆˆ 2

x

x

y

y

 






  

 
 （3.33） 

となり， 1̂ について解くと 

 2 0
1

ˆ ˆˆ
2

x xy y
  
  （3.34） 

が得られる．これは，xが 2 の場合の 2ˆ xy  から，x が 0 の場合の 0ˆ xy  を差し引いて 2 で割って

おり， 1̂ は， x が 1 増加した場合の ŷ の増分であり，回帰分析における「傾き」である． 

 

  第 1.6 節の満月と新月の犯罪件数では，2 群間の比較をする際に，名義尺度に対して満月の

場合に 0x  ，新月の場合に 1x  としてポアソン回帰を行った．もちろん次式で 0 と 1 を推

定するのであるが， 

 0x  の場合：  0
ˆ ŷ  満月 

 1x  の場合：  1 1 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx xy y y y      満月新月  （3.35） 

 

となり，（切片・傾き）とは，言い難くなる． 
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  第 1.4 節で反復重み付き回帰式を，事前の説明なしに， 

 
1

( ) ( 1) ( 1)ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )m T m T m
    β X WX X WZ  （3.36） 

として示した．この式の中の X 行列は，計画行列またはデザイン行列と言われており，ポア

ソン回帰による各種の推定を行う際に中心的な役割を果す．なお，重みŴ の対角要素が全て

1 の場合には， ˆT TX W X なので，通常の線形回帰式 

 1ˆ ( )T Tβ X X X y  （3.37） 

となる． 

 

  第 1.4 節の表 1.8 では．デザイン行列 X を，9×2 の矩形データとし，Excel の行列関数を用

いて，回帰パラメータを推定した． 

X  =   

 

  一般的な回帰分析では，切片を含めない変数のみを設定するが，デザイン行列を用いた回

帰式を用いる場合は， 

 0 0, 1 1,i i i iy x x        ~ (0, )i Normal  ， 1, 2, ... ,i n  （3.38） 

のように切片を説明変数として 0, 1ix  を含めた式とする必要がある． 

 

2×2 の要因配置実験 

  第 1.7 節の表 1.22 に示した Ames 試験におけるコロニー数については，2×2 の要因配置デ

ザインと見なすこともでき， 表 3.14 に結果のサマリーを示す．各セルの平均は異なるが，そ

れぞれの分散の比が 1 に近いことからも，全体としてポアソン分布に従うと判断される［吉

村ら（1992）］． 

 

  この実験を 2 因子実験と見なすならば，主効果を（A：溶媒，B：代謝活性化），交互作用と

して（A×B）を含めて解析することができる．因子 B の効果は，統計的に云々する必要がな

いくらい明らかに B1 に比べて B2 が小さいが，因子 A の効果は，B1 内では A1 に対し A2 は減

少傾向であり，B2内の場合は，A1に対し A2は増加傾向で統計的な判断が必要となる． 

  

x 0 x 1

1 -1

1 -1

1 0

1 0

1 0

1 0
1 1
1 1
1 1
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表 3.14  A:溶媒と B:代謝活性化の組合せ結果（各セル，n=50） 

  

 

  表 3.14 に示した 2×2 の実験データについてポアソン回帰による 2 元配置型の解析を行な

う．JMP のモデル効果の構成は，通常の二元配置分散分析に準じて設定する．表 3.15 にパラ

メータの推定結果を示す． 

 

表 3.15  JMP による対比型のポアソン回帰の結果 

   

 

 
 

  ここで，切片= 10.7100 は，何を意味しているのだろうか．A:溶媒[A1] = 0.3300 は何を意味

しているのだろうか．表 3.16 には，2×2 表について A:溶媒についての平均，B:代謝活性剤に 

 

表 3.16  セル平均の平均と総平均からの差 

 
  

A:溶媒 平均 分散 平均 分散

1:蒸留水 14.54 17.23 7.54 6.34

2:DMOS 12.48 11.64 8.28 6.80

1:なし 2:あり

B:代謝活性化

1:なし 2:あり

A:溶媒 平均 平均 平均の平均 効果（差）

1:蒸留水 14.54 7.54 11.04 0.33

2:DMOS 12.48 8.28 10.38 -0.33

平均の平均 13.51 7.91 10.71
効果（差） 2.80 -2.80

全体

B:代謝活性化
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ついての平均，さらに全体の平均 10.71，全体平均から差を効果（差）の計算結果が示されて

いる．これから，切片= 10.71 は，総平均であると推測でき， 

A:溶媒[A1] = 0.33 

は，A1=11.04 から全体の平均 10.71 との差が 0.33 であり，A1の平均と A2の平均の差の 2 分

の 1 と一致する． 

因子 A1の効果：
(14.54 7.54) / 2 (12.48 8.28) / 2 0.66

0.33
2 2

  
   

  同様に， 

B:活性化[B1] = 2.80 

は，B1 の平均 13.51 と総平均 10.71 の差であり，B1 の平均と B2 の平均の差の 2 分の 1 と一致

する． 

因子 B1の効果：
(14.54 12.48) / 2 (7.54 8.28) / 2 5.60

2.80
2 2

  
   

では，交互作用 

A:溶媒 [A1]*B:活性化[B1] = 0.70 

は，何を意味しているのであろうか．試行錯誤的に検討すると，たすき掛けで加えた平均の

差の平均 

交互作用 1：
(14.54 8.28) / 2 (12.48 7.54) / 2 1.40

0.70
2 2

  
   

に一致する．更に，表 3.17 に示すように A1内の B1と B2の差の平均，A2内の B1と B2の差の

平均，それらの差の平均の平均で 

交互作用 2：
(14.54 7.54) / 2 (12.48 8.28) / 2 1.40

0.70
2 2

  
   

同じ結果が得られるが，式を変形すれば，互いに同じ式になることが確認できる． 

 

表 3.17  セル平均の差の差 

 
 

  交互作用の効果としてプラスの効果 0.70 が得られたが，効果としてはマイナスの効果が

ないとバランスしない．たすき掛けの（A1B1×A2B2）－（A1B2×A2B1）差を第 1 項と第 2 項を 

  

1:なし 2:あり 全体

A:溶媒 平均 平均 差/2

1:蒸留水 14.54 7.54 3.50

2:DMOS 12.48 8.28 2.10

差/2 1.03 -0.37 1.40
差の差の効果 0.70

B:代謝活性化
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入れ替えると 

交互作用 3：
(12.48 7.54) / 2 (14.54 8.28) / 2 1.40

0.70
2 2

   
    

マイナスの効果が出てくる．これらから，表 3.18 に示すように交互作用の効果としては， 

 

表 3.18  交互作用の効果 

 
 

これらの効果を用いて 2×2 のセル平均を求めてみと，次のようにセル平均を求めることがで

きる． 

A1B1＝総平均＋A1効果＋B1効果＋交互作用 11 = 10.71＋0.33＋2.80＋0.70＝14.54 

A1B2＝総平均＋A1効果＋B2効果＋交互作用 12 =10.71＋0.33－2.80－0.70＝ 7.45 

A2B1＝総平均＋A2効果＋B1効果＋交互作用 21 = 10.71－0.33＋2.80－0.70＝12.48 

A2B2＝総平均＋A2効果＋B2効果＋交互作用 22 = 10.71－0.33－2.80＋0.70＝ 8.28 
 

  このような探索的な見当は，統計ソフトの出力を理解し解釈するために欠かせない．ここ

での結果は，JMP 一般線形モデルの出力に対する結果であるが，SAS の GENMOD プロシジ

ャでは，第 13.4 節で示すように全く異なる．統計ソフトの結果の解釈には，統計ソフトの名

義尺度に対する数値の与え方を確認することが必須である． 

 

対比型デザイン行列 

  前項では，JMP のポアソン回帰の解析で出力されるパラメータの推定値に対して探索的な

見当により意味づけを行った．この計算プロセスを行列で整理してみよう．セル平均を表 3.19

に示す順番で縦方向に展開し，行と列の入れ替えをする転置記号 [ ]T   を用いてセル平均 iy を

列ベクトル  

1 2 3 4[ ] [14.54 7.54 12.48 8.28]T Ty y y y y  
 

とする．デザイン行列は，前項でセル平均の計算でプラスとなっている場合を 1 とし，マイ

ナスとなっている場合を -1 と置き換えたものをデザイン行列 X としている． 

 

  デザイン行列の列ベクトル 0x は，全て 1 で「切片」ともいわれるが，その役割は他のデザ

イン行列の設定によって微妙に異なる．列ベクトル 1x は，因子 A の水準 A1に対して +1，A2 

  

A:溶媒 1:なし 2:あり 和

1:蒸留水 0.70 -0.70 0.00

2:DMOS -0.70 0.70 0.00

和 0.00 0.00 0.00

B:代謝活性化
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に対して -1 のように足して 0 となる数値のセットを対比型という．列ベクトル 2x は，因子

B の水準 B1 に対して+1，B2に対して -1 と対比型で設定する．列ベクトル 3x は，因子 A と因

子 B の交互作用で， 3 1 2x x x  のように積で計算されている． 

 

表 3.19  対比型（1, -1）のデザイン行列 

 
 

  推定値 β̂は，［総平均  A1効果  B1効果  交互作用効果］で， 

で 

0 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] [10.71 0.33 2.80 0.70]T T    β  

のように推定されている．セル平均 ˆiy は， ˆˆ y Xβで計算されていて，以下に示すように展開

することができる． 
 

1ŷ =＋10.71＋0.33＋2.80＋0.70＝14.54 

2ŷ =＋10.71＋0.33－2.80－0.70＝ 7.45 

2ŷ =＋10.71－0.33＋2.80－0.70＝12.48 

4ŷ =＋10.71－0.33－2.80＋0.70＝ 8.28 
 

この行列 X を一般的には，デザイン行列または計画行列とも言われている．行列計算になれ

ていない場合は，先に第 4 章で統計計算に必要な行列計算の基礎を学習してもらいたい． 

 

  デザイン行列の行方向は，反応変数の並びである．デザイン行列の列方向は，説明変数ベ

クトル ix で表すと j 列目は， i jx となり，以下のようにも表すことができる． 
 

1ŷ =10.71 0,1x ＋0.33 1,1x ＋2.80 2,1x ＋0.70 3,1x ＝14.54 

： 

4ŷ =10.71 0,4x ＋0.33 1,4x ＋2.80 2,4x ＋0.70 3,4x ＝ 8.28 
 

  パラメータ βは，デザイン行列 X が明示的に示されれば， ˆˆ y Xβとなるような推定値 β̂

を推定することができる． 

 

  表 1.22 に示した Ames 試験におけるコロニー数の表を並び替えて整理した結果を表 3.20

に示す．  

  

B:代謝

A:溶媒 活性化 平均 y x 0 x 1 x 2 x 3 β ε β^

1:蒸留水 1:なし 14.54 y 1 = 1 1 1 1 β 0 + ε 1 10.71

2:あり 7.54 y 2 1 1 -1 -1 β 1 ε 2 0.33

2:DMOS 1:なし 12.48 y 3 1 -1 1 -1 β 2 ε 3 2.8

2:あり 8.28 y 4 1 -1 -1 1 β 3 ε 4 0.7

X
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表 3.20  対比型のデザイン行列を用いたポアソン回帰 

 

G A B y n x 0 x 1 x 2 x 3 y ^ P i ln L i 最大化
1 A1 B1 4 1 1 1 1 1 14.54 0.001 -7.01 ln L= -507.2925
1 A1 B1 7 2 1 1 1 1 14.54 0.013 -8.65 β^ 0= 10.7100
1 A1 B1 8 1 1 1 1 1 14.54 0.024 -3.73 β^ 1= 0.3300
1 A1 B1 9 2 1 1 1 1 14.54 0.039 -6.50 β^ 2= 2.8000
1 A1 B1 10 3 1 1 1 1 14.54 0.056 -8.63 β^ 3= 0.7000
1 A1 B1 11 5 1 1 1 1 14.54 0.075 -12.98
1 A1 B1 12 3 1 1 1 1 14.54 0.090 -7.21
1 A1 B1 13 2 1 1 1 1 14.54 0.101 -4.58 初期値
1 A1 B1 14 3 1 1 1 1 14.54 0.105 -6.76 ln L= -549.4206
1 A1 B1 15 3 1 1 1 1 14.54 0.102 -6.86 β^ 0= 10.0000
1 A1 B1 16 6 1 1 1 1 14.54 0.092 -14.29 β^ 1= 1.0000
1 A1 B1 17 6 1 1 1 1 14.54 0.079 -15.23 β^ 2= 1.0000
1 A1 B1 18 4 1 1 1 1 14.54 0.064 -11.00 β^ 3= 1.0000
1 A1 B1 19 5 1 1 1 1 14.54 0.049 -15.09
1 A1 B1 20 1 1 1 1 1 14.54 0.036 -3.34
1 A1 B1 21 2 1 1 1 1 14.54 0.025 -7.41
1 A1 B1 22 1 1 1 1 1 14.54 0.016 -4.12
2 A1 B2 3 1 1 1 -1 -1 7.54 0.038 -3.27
2 A1 B2 4 5 1 1 -1 -1 7.54 0.072 -13.19
2 A1 B2 5 4 1 1 -1 -1 7.54 0.108 -8.91
2 A1 B2 6 10 1 1 -1 -1 7.54 0.136 -19.98
2 A1 B2 7 7 1 1 -1 -1 7.54 0.146 -13.47
2 A1 B2 8 6 1 1 -1 -1 7.54 0.138 -11.90
2 A1 B2 9 5 1 1 -1 -1 7.54 0.115 -10.80
2 A1 B2 10 6 1 1 -1 -1 7.54 0.087 -14.65
2 A1 B2 11 3 1 1 -1 -1 7.54 0.060 -8.46
2 A1 B2 12 1 1 1 -1 -1 7.54 0.037 -3.28
2 A1 B2 13 1 1 1 -1 -1 7.54 0.022 -3.83
2 A1 B2 14 1 1 1 -1 -1 7.54 0.012 -4.45
3 A2 B1 5 1 1 -1 1 -1 12.48 0.010 -4.65
3 A2 B1 6 1 1 -1 1 -1 12.48 0.020 -3.91
3 A2 B1 7 2 1 -1 1 -1 12.48 0.036 -6.67
3 A2 B1 8 2 1 -1 1 -1 12.48 0.055 -5.78
3 A2 B1 9 3 1 -1 1 -1 12.48 0.077 -7.69
3 A2 B1 10 4 1 -1 1 -1 12.48 0.096 -9.37
3 A2 B1 11 7 1 -1 1 -1 12.48 0.109 -15.52
3 A2 B1 12 7 1 -1 1 -1 12.48 0.113 -15.24
3 A2 B1 13 5 1 -1 1 -1 12.48 0.109 -11.09
3 A2 B1 14 5 1 -1 1 -1 12.48 0.097 -11.67
3 A2 B1 15 1 1 -1 1 -1 12.48 0.081 -2.52
3 A2 B1 16 6 1 -1 1 -1 12.48 0.063 -16.59
3 A2 B1 17 2 1 -1 1 -1 12.48 0.046 -6.15
3 A2 B1 18 2 1 -1 1 -1 12.48 0.032 -6.88
3 A2 B1 19 1 1 -1 1 -1 12.48 0.021 -3.86
3 A2 B1 20 1 1 -1 1 -1 12.48 0.013 -4.33
4 A2 B2 4 2 1 -1 -1 1 8.28 0.050 -6.01
4 A2 B2 5 3 1 -1 -1 1 8.28 0.082 -7.49
4 A2 B2 6 5 1 -1 -1 1 8.28 0.113 -10.88
4 A2 B2 7 12 1 -1 -1 1 8.28 0.134 -24.10
4 A2 B2 8 10 1 -1 -1 1 8.28 0.139 -19.74
4 A2 B2 9 4 1 -1 -1 1 8.28 0.128 -8.23
4 A2 B2 10 6 1 -1 -1 1 8.28 0.106 -13.48
4 A2 B2 11 2 1 -1 -1 1 8.28 0.080 -5.06
4 A2 B2 12 2 1 -1 -1 1 8.28 0.055 -5.80
4 A2 B2 13 1 1 -1 -1 1 8.28 0.035 -3.35
4 A2 B2 14 3 1 -1 -1 1 8.28 0.021 -11.63

― デザイン行列 X ―
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それぞれの iy に対し Excel の関数で，  

 0, 1ix   

 1, if ((A "A1") ,1, 1)i ix     

 2, if ((B "B1") ,1, 1)i ix     

 3, 2, 3,i i ix x x           交互作用は，主効果の積 

 ˆˆ Mmult( , )i iy  x βの範囲 の範囲  

  ˆPoisson.dist( , , )i i iP y y false  

  ln *i i iL n P  

 ln ln ii
L L  

 

のように計算した．初期値として ˆ [10 1 1 1]Tβ とし，ソルバ―で ln Lを最大化するように

β̂の範囲を設定した．結果は，「最大化」で示した．最大化された対数尤度とパラメータの推

定値は， 

ln ln 507.292ii
L L    

ˆ [10.710 0.330 2.800 0.700]Tβ  

と表 3.15 に示した JMP でのポアソン回帰の出力結果に一致する． 

 

（0，1）型デザイン行列 

  デザイン行列 X は，回帰パラメータとして何を推定したいのかによって自由に設定するこ

とができる．表 3.19 に示したように総平均からの効果を求めたいためには（1, -1）の対比型の

デザイン行列 X が適している． 

 

  さて，（1, -1）型のデザイン行列 X ではなく，表 3.21 に示すように（0, 1）型のデザイン行列 X

とすることは可能なのだろうか．実はどのような数値のデザイン行列 X を定義するかは，全

く制約がない．（0, 1）型ではなく，（1, 0）型としても，（-1, 1）型としても，（1, 2）型としても何

ら問題はない．ただし，その結果として推定される回帰パラメータ β̂がどの様な意味を持つ

のかが変化する．それは，推定された回帰パラメータ β̂をどのように解釈するかが，全て自

己責任となるので，何を推定したいのかの明確認し，その目的が達成されるようなデザイン

行列を設定する必要がある．さらに，推定された回帰パラメータが，目的通りに推定されて

いるかの検証も欠かしてはならない． 

 

  さて，（1, -1）対比型ではなく表 3.21 に示すような （0, 1）型のデザイン行列 X とした場合に，

回帰パラメータ β̂は何を推定することになるのであろうか．結果は， 
 

0 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] [14.54 0.66 5.60 1.40]T T       β  
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となる．表 3.19 の場合は， 

ˆ [10.71 0.33 2.80 0.70]Tβ  

と全く異なっていることに．注意してもらいたい． 

 

表 3.21  （0, 1）型のデザイン行列 

 
 

  表 3.22 に示すように，回帰パラメータ 0
ˆ 14.54  は， 1 1A B のセル平均であり， 1̂ 0.66  

は，A1水準のセル平均の平均からの A2水準の差であり， 2
ˆ 5.60   は，B1水準のセル平均の

平均からの B2水準の差である．さて， 3
ˆ 1.40   は，たすき掛の和の平均の差 

3̂ ：交互作用：
12.48 7.54 14.54 8.28

1.40
2 2

 
    

となっていて，表 3.19 の交互作用 3
ˆ 0.70  のマイナス 2 倍となっている．交互作用の意味

するところは，主効果 A と主効果 B の効果のずれを計量化した結果である．表 3.17 および

表 3.18 を参照しつつ，意味するところを感じ取ってもらいたい． 

 

表 3.22  （0, 1）型でのポアソン回帰の結果 

 
 

  厳密には，与えられたデザイン行列 X に対する y Xβ  を展開し 
 

1 0 1 2 31 0 0 0y              (1) 

2 0 1 2 31 0 1 1y              (2) 

3 0 1 2 31 1 0 1y              (3) 

4 0 1 2 31 1 1 0y              (4) 
 

  

B:代謝

A:溶媒 活性化 平均 y x 0 x 1 x 2 x 3 β ε β^

1:蒸留水 1:なし 14.54 y 1 = 1 0 0 0 β 0 + ε 1 14.54

2:あり 7.54 y 2 1 0 1 1 β 1 ε 2 -0.66

2:DMOS 1:なし 12.48 y 3 1 1 0 1 β 2 ε 3 -5.6

2:あり 8.28 y 4 1 1 1 0 β 3 ε 4 -1.4

X

1:なし 2:あり

A:溶媒 平均 平均 平均の平均 差

1:蒸留水 14.54 7.54 11.04 基準

2:DMOS 12.48 8.28 10.38 -0.66
平均の平均 13.51 7.91 10.71

差 基準 -5.60

B:代謝活性化

全体
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これらの式を 0 ， 1 ， 2 ， 3 について解くことが必要である．(1) 式から 0 は， 

1 0 1y    

0 1
ˆ 14.54y    

が得られ，これは A1B1のセル平均となっている． 1 は，[ (3)＋(4) ] －[ (1)＋(2) ] によって 

3 4 1 2 1( ) ( ) 2y y y y      

3 4 1 2
1

12.48 8.28 14.45 7.54ˆ 0.66
2 2 2 2

y y y y
   

       

が得られ A の水準の差となっている． 2 は，[ (2)＋(4) ] －[ (1)＋(3) ] によって 

2 4 1 3 2( ) ( ) 2y y y y      

1 32 4
2

7.54 8.28 14.54 12.54ˆ 5.60
2 2 2 2

y yy y
  

       

が得られ B2 水準の差となっている． 3 は，[ (2)＋(3) ] －[ (1)＋(4) ] によって 

2 3 1 4 3( ) ( ) 2y y y y      

2 3 1 4
3

7.54 12.48 14.54 8.28ˆ 1.40
2 2 2 2

y y y y
   

       

が得られ，たすき掛の和の平均の差であるが，A1内の B1と B2の差の 2 分の 1，A2内の B1と

B2 の差の 2 分の 1 を求め，それらの差とも解釈される．これらは，交互作用といわれている

のであるが，どのように解釈するかについて，試行錯誤を重ねてもらいたい． 

3 4 1 2
3

12.48 8.28 14.54 7.54ˆ 2.10 3.50 1.40
2 2 2 2

y y y y
    

         

．推定された回帰パラメータの意味することは，与えられたデザイン行列 X に対し回帰パラ

メータ βを掛けて，それぞれの i について解き，その内容を吟味して後付け的に得られる． 

 

基準との差（標示型 or Indicator 型デザイン行列） 

  さて，表 3.23 に示したデザイン行列 X は，2×2 の要因配置ではなく，4 水準の 1 元配置

型と見なして，最初の水準を基準として，他の水準との差の検定を行いたい場合などに使わ 

 

表 3.23  基準との差の推定（標示型 または Indicator 型） 

 
  

B:代謝

A:溶媒 活性化 平均 y x 0 x 1 x 2 x 3 β ε β^

1:蒸留水 1:なし 14.54 y 1 = 1 0 0 0 β 0^ + ε 1 14.54

2:あり 7.54 y 2 1 1 0 0 β 1^ ε 2 -7.00

2:DMOS 1:なし 12.48 y 3 1 0 1 0 β 2^ ε 3 -2.06

2:あり 8.28 y 4 1 0 0 1 β 3^ ε 4 -6.26

X
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れる．基準を最後の水準として設定することもできる．SAS/GENMOD のディフォルトのデ

ザイン行列として伝統的に使われている． 

 

  さて，推定される回帰パラメータの意味を考えてみよう．切片 0 は， 0 1y  であることは

自明であろう． 1 は， 1 2 1y y   となることも容易に求められるであろう．同様に， 2 3 1y y   ，

3 4 1y y   が得られる．このように基準となる組合せ水準からの差について尤度比検定がま

とめてポアソン回帰により行える． 

 

  表 3.20 で示した Excel による最尤法のデータを JMP ファイルとし，標示型のデザイン行

列にしてポアソン回帰を行った結果を表 3.34 に示す．尤度比カイ 2 乗検定の結果は，全て

有意な差であることが確認される． 

 

表 3.24  JMP による基準との差の推定（標示型 または Indicator 型） 

 
 

交互作用の吟味 

  さて，B：代謝活性化が（2:あり）の場合に，溶媒を（1:蒸留水）から（2:DMOS）にした

場合にコロニー数がわずかに増加しているが，統計的にはどうであろうか．この検討のため

に，（0，1）型のデザイン行列を設定することもできるが，簡便的には，因子 B 別に因子 A

内の比較を（1，－1）型で行うこともできる．表 3.25 に示すように，p=0.1882 と有意では

ない．推定値は，切片が A1 と A2 の平均で，A:溶媒[A1] は，A1 と A2 の差の 2 

分の 1 

A:溶媒[A1] = (7.54 8.28) / 2 0.74 / 2 0.37      

となっている． 

 

表 3.25  代謝活性がある場合の A1:蒸留水と A2: DMOS との差 
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3.5. 2 本の回帰直線に対する各種のデザイン行列 

 

  前節では 2×2 の要因配置型のデータに対して解析のための幾つかのデザイン行列を例示

し，それぞれ異なるパラメータの推定値が得られることを示した．その結果の解釈を行うた

めの考え方も詳細に述べてきた．通常の回帰分析については，第 4 章で詳しく述べるが，こ

こでは，2 本の回帰直線をさまざまな観点から同時あてはめを行うためのデザイン行列に焦

点をあてる．ここでは，2 本のポアソン回帰直線を扱っているが，最小 2 乗法による 2 本の回

帰直線の解析でもここに示したデザイン行列の考え方は，全く同じである． 

 

切片を共通とする場合 

  第 1.8 節では，2 本の回帰直線が傾きは異なるが共通の切片を持つ場合を示した．解析に用

いたデザイン行列は，SAS の DATA ステップで内部的に作成し，詳しい説明を避けた．どの

様なデザイン行列が作成されたのであろうか．実際のデータを用いた例示はサイズが大きく

なりすぎるので，最小限のデータを用いて説明する． 

 

  表 3.26 に示したのは，第 1.8 節の表 1.27 で示した細菌を用いた用量反応試験の結果を要約

したものである［富山ら（2004）］．薬剤の濃度を（0，50，100）の 3 段階にし，反応を変異コ

ロニー数の平均を整数化し 6n  の小さなデータとして，さまざまなデザイン行列をコンパク

トにし，比較が容易に行えるようにした． 

 

  T 薬と S 薬に共通の切片を持ち，それぞれの薬剤に別々の傾きを持つようなデザイン行列

を設定し，ポアソン分布による対数尤度 ln Lを設定し，Excel のソルバーにより， ln Lを最大

化するように β̂を変化させた結果である．推定された 2 本の回帰式は， 

S 薬： (1) 25.626 1.212y x   

T 薬： (2) 25.626 1.049y x   

のように同じ切片を持つが，異なる傾きを持つ回帰式である． 

 

表 3.26  切片を共通にする T 薬と S 薬のポアソン回帰直線 

 

薬 濃 対数尤度

剤 度 y y ^ x 0 x 1 x 2 β^ ln L i

S 0 28 25.6263 = 1 0 0 25.6263 β 0^ -2.6947

50 79 86.2337 1 50 0 1.2121 β 1^ -3.4170

100 153 146.8411 1 100 0 1.0495 β 2^ -3.5621

T 0 25 25.6263 1 0 0 -2.5394
50 74 78.0996 1 0 50 -3.1816

100 134 130.5729 1 0 100 -3.4131
ln L  = -18.8079

デザイン行列 X

0

50

100

150

0 50 100

〇：S 
×：T 
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  デザイン行列の 0x は，切片を求めるために全て 1 とし， 1x には，薬剤 S に対応した行にの

みに濃度が設定され， 2x には，薬剤 T に対応した行にのみに濃度が設定されている．推定値

ˆiy は，デザイン行列 X と回帰パラメータのベクトル β̂の積で，次のように計算される． 
 

 1 0 0,1 1 1,1 2 2,1
ˆ ˆ ˆˆ 25.63 1 1.21 0 1.05 0 25.6y x x x             

 2 0 0,2 1 1,2 2 2,2
ˆ ˆ ˆˆ 25.63 1 1.21 50 1.05 0 86.2y x x x             

： 

 6 0 0,6 1 1,6 2 2,6
ˆ ˆ ˆˆ 25.63 1 1.21 0 1.05 100 130.6y x x x             

 
  対数尤度 ln iL は，平均を ˆiy とするポアソン分布の確率の対数で，次のように計算される 
 
 1 1 1ˆln ln[Poisson.dist( , , )] ln[Poisson.dist(28, 25.6, )] 0.0676] 2 95l .n[ 6L y y false false      

 2 2 2ˆln ln[Poisson.dist( , , )] ln[Poisson.dist(79, 86.2, )] 0.0328] 3 17l .n[ 4L y y false false      

： 

 6 6 6ˆln ln[Poisson.dist( , , )] ln[Poisson.dist(134,130.6, )] 0.0329] 3 13l .[ 4nL y y false false      
 

  対数尤度 ln L は，それぞれの ln iL の合計であり，ソルバーにより β̂を変化させて最大化した

結果である．S 薬について ˆiy の推定値は， 
 

 1 0 1 1,1
ˆ ˆˆ 25.63 1.21 0 25.6y x        

 2 0 1 1,2
ˆ ˆˆ 25.63 1.21 86.250y x        

 3 0 1 1,3
ˆ ˆˆ 25.63 1.21 10 3610 .8y x        

 

であり， 1 0
ˆˆ 25.6y   から， 1 0x  の場合の推定値であり，「Y 切片」となり， 2ˆ 86.2y  は，切

片に濃度 50 に 1̂ 1.21  を掛けて足したものなので， 1̂ は濃度が 1 増加した時の S 薬の反応の

増加分である．濃度 100 の場合の推定値は 3 1 .8ˆ 46y  となる． 

 

  T 薬については， 

 4 0 2 2,4
ˆ ˆˆ 25.63 1 0 2505 6. .y x        

 5 0 2 2,5
ˆ ˆˆ 25.63 1.05 78.150y x        

 6 0 2 2,6
ˆ ˆˆ 25.63 1.05 10 3010 .6y x        

 

であり， 4 0
ˆˆ 25.6y     から， 2 0x  の場合の推定値であり，S 薬と共通の Y 切片となり，

5ˆ 78.1y  は，切片に濃度 50 に 2
ˆ 1.05  を掛けて足したものなので， 2̂ は濃度が 1 増加した時

の T 薬の反応の増加分となり，T 薬の場合の傾きである． 
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傾きを共通とする平行線（0，1）型 

  表 3.27 は，S 薬と T 薬の傾きを共通とする回帰直線を得るためのデザイン行列である．S

薬と T 薬の濃度が同じ変数 2x となっていることから回帰パラメータ 2̂ は共通となることが

推論される．推定された 2 本の回帰式は， 
(1)

228.41 1.13y x   

(2)
2

2

28.41 5.33 1.13

23.08 1.13

y x

x

  
 

 

のように同じ傾きであるが，異なる切片を持つ回帰式である． 

 

表 3.27  傾きを共通とする S 薬と T 薬の回帰直線 

 
 

  では 0̂ と 1̂ は，何を推定してるのであろうか．デザイン行列の 1x は，S 薬の場合には 0，

T 薬の場合には 1 となっているので， 1ŷ と 4ŷ の推定式は， 
 

 S 薬： 1 0
ˆˆ 28.41y    

 T 薬： 4 0 1
ˆ ˆˆ 23.08y      

 

となる．これらから，S 薬の切片が， 0
ˆ 28.41  であり，T 薬の切片が， 0 1

ˆ ˆ 23.08   とな

る．このことから， 

1 0
ˆ ˆ23.08 23.08 28.41 5.33        

となり， 1̂ 5.33   は，S 薬の切片からの T 薬の切片との減少分であることがわかる． 

 

 

傾きを共通とする平行線（標示型） 

  表 3.28 は，表 3.27 と同じ回帰直線となるが，デザイン行列が異なる．変数 0x は，S 薬の時

にのみ 1 で，T 薬では 0 となっている．変数 1x は，逆に S 薬の時に 0 で，T 薬では 1 となっ

ている．この様なデザイン行列にすることにより，T 薬と S 薬の切片を 1̂ 28.4  と直接推定 

  

薬 濃 対数尤度

剤 度 y y ^ x 0 x 1 x 2 β^ ln L i

S 0 28 28.4085 = 1 0 0 28.4085 β 0^ -2.5910

50 79 84.8326 1 0 50 -5.3319 β 1^ -3.3100

100 153 141.2568 1 0 100 1.1285 β 2^ -3.9098

T 0 25 23.0765 1 1 0 -2.6097
50 74 79.5007 1 1 50 -3.2669

100 134 135.9248 1 1 100 -3.3822
ln L  = -19.0696

デザイン行列 X

0

50

100

150

0 50 100

〇：S 
×：T 
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することができる．推定された 2 本の回帰式は， 

S 薬： (1) 28.41 1.13y x   

T 薬： (2) 23.08 1.13y x   

のように同じ傾きであるが，異なる切片を持つ回帰式である． 

 

表 3.28  傾きを共通とする T 薬と S 薬の切片の直接推定 

 
 

 

交互作用 

  共通の傾きを持つ回帰直線のあてはめが，統計的に支持されるのかを検討するために，薬

剤に対する変数 1x ，濃度に関する変数 2x の積を変数 3 1 2x x x とする．これが薬剤と濃度の交互

作用となり，尤度比検定が行える． 

 

  表 3.29 に交互作用列を追加した 6×4 のデザイン行列に対するポアソン回帰の解析結果を示

す．パラメータ 0
ˆ 26.814  は，S 薬の切片であり， 1̂ 2.390   は S 薬の切片と T 薬の切片の

差であり，T 薬の切片は， 

0 1
ˆ ˆ 26.814 2.390 24.423      

 

表 3.29  交互作用の検討 

 
  

薬 濃 対数尤度

剤 度 y y ^ x 0 x 1 x 2 β^ ln L i

S 0 28 28.4085 = 1 0 0 28.4085 β 0^ -2.5910

50 79 84.8326 1 0 50 23.0765 β 1^ -3.3100

100 153 141.2567 1 0 100 1.1285 β 2^ -3.9098

T 0 25 23.0765 0 1 0 -2.6097
50 74 79.5006 0 1 50 -3.2669

100 134 135.9247 0 1 100 -3.3822
ln L  = -19.0696

デザイン行列 X

0

50

100

150

0 50 100

薬 濃 対数尤度

剤 度 y y ^ x 0 x 1 x 2 x 3 β^ ln L i

S 0 28 26.814 = 1 0 0 0 26.8140 β 0^ -2.6139

50 79 86.667 1 0 50 0 -2.3905 β 1^ -3.4543

100 153 146.519 1 0 100 0 1.1971 β 2^ -3.5760

T 0 25 24.424 1 1 0 0 -0.1322 β 3^ -2.5385

50 74 77.667 1 1 50 50 -3.1600
100 134 130.910 1 1 100 100 -3.4047

ln L  = -18.7473

デザイン行列 X

0

50

100

150

0 50 100

〇：S 
×：T 

〇：S 
×：T 
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となる．推定された 2 本の回帰式は， 

 ( )ˆ 26.814 1.197Sy x   

 
( )ˆ 26.814 2.390 (1.197 0.132)

1.06524.423

Ty x

x

   
 

 

のように異なる切片および異なる傾きを持つ回帰式である． 

 

  傾きに関する 2
ˆ 1.197  と 3

ˆ 0.132  はどのように解釈したらよいのであろうか．濃度が100

の場合の推定値 3ŷ ， 6ŷ の推定式は， 
 

 3 0 2 2
ˆ ˆ ˆˆ 100 26.814 100 146.519y         

 2

146.519 26.814ˆ 1.197
100

 
   

 

6 0 1 2 3

3

3

ˆ ˆ ˆ ˆˆ 100 100

ˆ26.814 2.390 100 1.197 100

ˆ144.124 100 130.910

y    





   

    

  

 

 3

130.910 144.124ˆ 0.132
100

 
    

 

となり， 2
ˆ 1.197  は，S 薬の傾きであり， 3

ˆ 0.132   は，S 薬と T 薬の傾きの差であると解

釈される．この交互作用モデルの対数尤度は，ln 18.7473L  （交互作用） であり，表 3.28 の主効果

のみのモデルの対数尤度 ln 19.0696L  （主効果） との差の 2 倍 

 
3

2 2 ln ln 2 ( 18.7473 19.0696) 0.6446x L L       （交互作用） （主効果） ， 0.4220p   N.S. 

が自由度 1 のカイ 2 乗分布に従うことで検定ができる．表 3.30 に JMP によるポアソン回帰に

よる交互作用モデルの結果を示した．交互作用に関する尤度比カイ 2 乗値は，0.6447 であり，

四捨五入による誤差の範囲内で一致していることが確認できる． 

 

表 3.30  JMP によるポアソン回帰での交互作用に対する尤度比検定 
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別々の回帰直線 

  交互作用の検討では，薬剤と濃度についての主効果モデルに，交互作用列を加えたモデル

によって行った．別々の回帰直線のパラメータの推定を直接求めることもデザイン行列の設

定次第で自由にできる．表 3.31 に示したデザイン行列は，S 薬と T 薬に別々の切片と傾きを

同時推定することができる．推定された 2 本の回帰式は， 
( ) 26.814 1.197Sy x   
( ) 24.423 1.065Ty x   

のように異なる切片および傾きを持つ回帰式である． 

 

表 3.31  別々の回帰直線のパラメータ推定 

 
 

  推定結果を見ると，S 薬の切片： 0
ˆ 26.814  ，傾き： 2

ˆ 1.197  ，T 薬の切片： 1̂ 24.423  ，

傾き： 2
ˆ 1.065  でありとなる．交互作用モデルと比較すると，推定されたパラメータは異な

るが， ˆiy は完全に一致している．もちろん対数尤度も ln 18.7473L   と一致している． 

 

  

薬 濃 対数尤度

剤 度 y y ^ x 0 x 1 x 2 x 3 β^ ln L i

S 0 28 26.814 = 1 0 0 0 26.8140 β 0^ -2.6139

50 79 86.667 1 0 50 0 24.4235 β 1^ -3.4543

100 153 146.519 1 0 100 0 1.1971 β 2^ -3.5760

T 0 25 24.423 0 1 0 0 1.0649 β 3^ -2.5385

50 74 77.667 0 1 0 50 -3.1600
100 134 130.910 0 1 0 100 -3.4047

ln L  = -18.7473

デザイン行列 X

0

50

100

150

0 50 100

〇：S 
×：T 
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3.6. オフセットを含む対数リンクでの 2 本の 2 次曲線のあてはめ 

 

  第 1.11 節で取り上げた「喫煙習慣と冠動脈疾患による死亡」データを表 3.32 に再掲する

［ドブソン（2008）］．第 1.11 節では，オフセットを含む 2 群の対数リンクによるポアソン回

帰の導入のために，80 歳のデータを除いた結果を示した．これは，80 歳での 10 万人比での

死亡数が，非喫煙者と喫煙者で逆転し，非喫煙者群の死亡数が多くなり，1 次式ではなく 2 次

のポアソン回帰を検討する必要性があった． 

 

表 3.32  年齢階層別の喫煙習慣による冠動脈心疾患による死亡数（表 1.38 再掲） 

 
 

  各年代での部分母集団の大きさが，35-44 歳代に比べ 75-84 歳代は 10 分の 1 以下となるの

で，10 万人比による散布図を図 3.2 に示す．左は実目盛りであり，死亡数が年齢と共に指数

関数的に増加している．40 歳から 70 歳までは，喫煙者の死亡数が非喫煙者よりも多いが 80

歳で逆転している．部分母集団の数が，それぞれ（5,317，1,462）と小さいので統計的な変動

の範囲内なのかも知れない． 

  図 3.2 右の対数目盛での散布図から，年齢が 40 歳の場合の対数死亡数が喫煙者と非喫煙者

の間で最も開いていて，年齢が上がるにつれ差が縮まり 80 歳ではほとんど同じとなってい

る．また，年齢が上がるにつれ対数死亡数の増加は減弱している．これらのことから，単純 

 

 
図 3.2  非喫煙・喫煙別の 10 万人比での死亡数 

  

範囲    歳 死亡 人年 10万人比 死亡 人年 10万人比

35-44 40 2 18,790 10.6 32 52,407 61.1
45-54 50 12 10,673 112.4 104 43,248 240.5
55-64 60 28 5,710 490.4 206 28,612 720.0
65-74 70 28 2,585 1083.2 186 12,663 1468.8
75-84 80 31 1,462 2120.4 102 5,317 1918.4

喫煙者  （x = 1 ）非喫煙者  （x = 0 ）年齢
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な対数リンクによる 2 本の直線のあてはめではなく，年齢に 2 次の項を追加する必要性が感

じられる．さらに喫煙習慣と年齢の交互作用も推察される． 

 

  一足飛びに 2 次式のあてはめを行う前に，最も簡単なモデルから複雑なモデルへと段階的

に進めることにより，ポアソン回帰の応用について理解を深めてもらいたい． 

 

（非喫煙・喫煙）の 2 群間比較 

  年齢区分を無視して，（0:非喫煙・1:喫煙）で各 5 組の死亡数 iy とその部分母集団数 in が得

られたとしよう．表 3.33 のＥxcel シートは，年齢区分を除いた 10×2 のデザイン行列でのポ

アソン回帰を行う．推定値を 0 0 0 1
ˆ ˆˆ exp( )i i i iy n x x    とし，ポアソン確率を Poisson .distiP 

ˆ( , , )i iy y false ，対数尤度を ln ln( )i iL P とし，その合計を ln Lとし，ln Lを最大化するように（ 0̂ ，

1̂ ）をソルバーで変化させた結果である．推定されたパラメータから，10 万人比での非喫煙

者の死亡数が 257.5 人，喫煙者の場合は 385.6 人と推定される． 

非喫煙者： 0 5.9618ˆ 100,000 e 0.5422 0) 257.5xp(y      人 

喫煙者    1 5.9618ˆ 100,000 e 0.5422 1) 385.6xp(y      人 

 

表 3.33  喫煙習慣による冠動脈心疾患による死亡数 

 
( / ) 100,000i i iy y n   ， 0 0 0 1

ˆ ˆˆ exp( )i i i iy n x x    ， ˆPoisson.dist( , , )i iP y y false ， ln ln( )i iL P  

 

  2 群間の尤度比カイ 2 乗値は，切片のみをデザイン行列（10×1）とした縮小モデルでの対

数尤度を 
 

 
 
を求め，完全モデル ln 480.5521L  完全

と縮小モデル ln 495.0676L  縮小 のマイナス 1 倍が，表

3.34 に示す JMP の結果に一致する．これらの差の-2 倍は，「差分」の行で示され 29.0911 と

なり，有意な差であると判断される．  

切片 喫煙 死亡 人年 10万人比 推定値 確率 対数尤度

x 0 x 1 y n y' y^ P ln Li 最尤解

1 0 2 18,790 11 48.4 1.13E-18 -41.3229 β 0＾= -5.9618

1 0 12 10,673 112 27.5 4.49E-04 -7.7087 β 1＾= 0.5422

1 0 28 5,710 490 14.7 6.58E-04 -7.3260

1 0 28 2,585 1,083 6.7 4.75E-10 -21.4682
1 0 31 1,462 2,120 3.8 1.99E-18 -40.7593
1 1 32 52,407 61 232.1 3.02E-61 -139.3535
1 1 104 43,248 240 191.5 1.44E-12 -27.2691
1 1 206 28,612 720 126.7 2.54E-11 -24.3980
1 1 186 12,663 1,469 56.1 1.10E-42 -96.6127
1 1 102 5,317 1,918 23.5 5.37E-33 -74.3037

ln L  = -480.5221

縮小モデル： β 0＾= -5.5144 ln L  = -495.0676
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表 3.34  JMP による喫煙習慣に関する尤度比カイ 2 乗 

 

 
 

  この推定結果を図 3.3 に示す．実目盛りでは若年層での母集団数が大きいことが反映され，

10 万人比目盛り上で低い位置に推定結果が表示されているが，対数目盛上では，中ほどに推

定結果が示されている． 

 

 

図 3.3  （非喫煙・喫煙）に対するポアソン回帰 

 

 

喫煙習慣に年齢を加えた対数リンクでの平行な 2 本の直線 

  喫煙習慣に年齢を加えたモデルでは，対数死亡数に対して 2 本の直線をあてはめることを

考える．その際，共通の切片を持つのか，共通の傾きを持つ平行線をあてはめるのか，別々

の直線をあてはめるのかの判断が必要である．図 3.3 から，別々の直線のあてはめが適してい

るように思われるが，喫煙習慣により死亡数に差あるかを検討したいので，平行な直線をあ

てはめて，年齢に関わらず喫煙習慣の差について平均的な尤度比カイ 2 乗値で検討したい． 

 

  表 3.35 に示すように，喫煙習慣と年齢を加えた 10×3 のデザイン行列では，非喫煙群の回

帰直線の切片が 0̂ となり，喫煙群の切片は 0 1
ˆ ˆ  となる．傾きは 2̂ で共通で，ように，年齢 

  

〇 非喫煙 

× 喫煙 

〇 非喫煙 

× 喫煙 
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が 60 歳の場合の 10 万人比での推定値は， 

       非喫煙者： 0, 60 10.6260 0.406ˆ 100,0 4 00 0.0836 60) 365.80 exp(agey        人 

       喫煙者：  1, 60 10.6260 0.406ˆ 100,0 4 10 0.0836 60) 549.20 exp(agey        人 

となる． 

 

表 3.35  喫煙習慣別の年齢による対数リンクでの 2 本の直線のあてはめ 

 
( / ) 100,000i i iy y n   ， 0 0 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆˆ exp( )i i i i iy n x x x      ， 

ˆPoisson.dist( , , )i i iP y y false ， ln ln( )i iL P  

 

  年齢をモデルに加えることにより，ln 62.1250L   と大きく変化する．図 3.4 に示すように

年齢を加味しても喫煙習慣による死亡数に違いがあるようだが，尤度比カイ 2 乗値を求める

ためには，喫煙習慣を含めない年齢のみの縮小モデルでのポアソン回帰での対数尤度が必要

となる．計算のためのＥxcel 表は省略するが，次の結果から， 
 

 
 

対数尤度は， 70. 3 7ln 0 9L   となる． 

 

  各モデルでの対数尤度，マイナス 2 倍の対数尤度，縮小モデルとの差をまとめると， 
 
    縮小モデル 
 モデル 対数尤度 マイナス 2 倍 との差 

 切片  （縮小） -495.0676 990.1353 

 切片＋煙習習慣 -480.5221 961.0441 29.0911 

 切片＋年齢  （縮小） -70.0397 140.0795 

 切片＋喫煙習慣＋年齢 -62.1250 124.2500 15.8294 
 

となる．年齢を加味しない場合の喫煙歴の差についての尤度比カイ 2 乗値=29.0911 に対し， 

切片 喫煙 年齢 死亡 人年 10万人比 推定値 10万比 確率 対数尤度

x 0 x 1 x 2:age y n y' y^ y^' P ln Li 最尤解

1 0 40 2 18,790 11 12.9 68.7 0.0002 -8.4925 β 0＾= -10.6260

1 0 50 12 10,673 112 16.9 158.6 0.0515 -2.9664 β 1＾= 0.4064

1 0 60 28 5,710 490 20.9 365.8 0.0252 -3.6815 β 2＾= 0.0836

1 0 70 28 2,585 1,083 21.8 843.8 0.0336 -3.3930
1 0 80 31 1,462 2,120 28.5 1946.4 0.0640 -2.7491
1 1 40 32 52,407 61 54.1 103.2 0.0004 -7.9464
1 1 50 104 43,248 240 103.0 238.1 0.0389 -3.2471
1 1 60 206 28,612 720 157.1 549.2 0.0000 -10.4973
1 1 70 186 12,663 1,469 160.4 1266.9 0.0042 -5.4708
1 1 80 102 5,317 1,918 155.4 2922.4 0.0000 -13.6810

ln L  = -62.1250

縮小モデル年齢： β 0＾= -10.2988 ln L  = -70.0397

β 2＾= 0.0838
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図 3.4  喫煙歴別の対数リンクでの 2 本のポアソン回帰直線 

 

年齢を加味した場合の尤度比カイ 2 乗値=15.8294 と若干減少するが，自由度 1 のカイ 2 乗分

布の 5%上側確率点は，3.84 なので，はるかに大きいカイ 2 乗値となっている．切片のみの縮

小モデルに対し，年齢を加味した場合のマイナス 2 倍の対数尤度の差は， 

尤度比カイ 2 乗=990.1353-140.0795=850.0558 

となり，喫煙習慣に対してはるかに大きい．また，（切片＋喫煙習慣）と（切片＋喫煙習慣＋

年齢）の差は， 

尤度比カイ 2 乗=961.0441-124.2500=836.7941 

となる，喫煙習慣が含まれているモデルについて，年齢を加味した場合のマイナス 2 倍の対

数尤度の差は，少し減ってはいるが，極めて大ききく，加齢とともに死亡数が劇的に増える

ことを意味している． 

 

  （切片＋喫煙習慣＋年齢）モデルに対し，表 3.36 に示す JMP のポアソン回帰の出力と対比

する．「モデル」の「縮小」の (-1)*対数尤度 495.0676 は，切片のみのモデルに対応し，「完全」

は，（切片＋喫煙習慣＋年齢）に対応し 62.1250 となる．「差分」の 865.8853 は，切片モデル

に（喫煙習慣＋年齢）を加えた場合の 2 倍の差である． 

 

表 3.36  （切片＋喫煙習慣＋年齢）ポアソン回帰 
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パラメータ推定値
項
切⽚
x1:smoke
x2:age

推定値
-10.6258
0.4064
0.0836

標準誤差
0.2097
0.1072
0.0029

尤度⽐カイ2乗
3777.5415
15.8294
836.7941

p値
<.0001*
<.0001*
<.0001*

〇 非喫煙 

× 喫煙 

〇 非喫煙 

× 喫煙 
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  「パラメータ推定値」の推定値は，表 3.35 の Excel での計算結果に一致している．「標準誤

差」は，Ｅxcel の計算過程で共分散行列の計算をせずにソルバーで最尤解を求めたために対

応できない．「x1:smoke」の「尤度比カイ 2 乗」は，15.8294 であり，すでに求めた（切片＋年

齢）と（切片＋喫煙習慣＋年齢）モデルのマイナス 2 倍の対数尤度の差となっている．「x1:age」

の 836.7941 は，（切片＋煙習習慣）と（切片＋喫煙習慣＋年齢）の差であることもすでに示し

た． 

 

切片のみが異なる 2 本の 2 次曲線のあてはめ 

  図 3.4 に示した散布図から，対数目盛上では，非喫煙群の 40 歳では，回帰直線からの乖離

が大きく，全体的には各点が上に凸であり，喫煙群でも同様に上に凸となっている．統計的

に意味があるかを検討するためには，2 次曲線のあてはめの必要性が示唆される．ただし，2

次曲線のあてはめ，統計的に有意となっても，直線のあてはめには問題があると指摘するだ

けで，2 次曲線の回帰パラメータに対する意味づけは困難である． 

 

  複数の直線のあてはめの場合でも，切片が同じで傾きが異なるモデル，切片は異なるが傾

きが同じモデル，別々のモデル，3 通りのモデルを第 3.5 節で示してきた．1 本の 2 次曲線の

場合についてならば，迷うことはないのであるが，2 本の場合については，年齢に依存せず喫

煙習慣によらず死亡数が異なるかを年齢の 2 乗を追加して検討する． 

 

表 3.37  年齢について 2 乗を追加 

 
 

  縮小モデル（切片＋喫煙習慣＋年齢）の場合のマイナス 2 倍の対数尤度は，124.2500 であ

るのに対し，完全モデル（切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２）の場合は，67.2435 と大幅に減少

し，その差は 57.0065 であり，年齢２を加えることは統計的に支持される． 

  

切片 喫煙 年齢 年齢
2 死亡 人年 10万人比 推定値 10万人比 対数尤度

x 0 x 1 x 2:age x 3:age
2 y n y' y^ y^’ ln Li

1 0 40 16 2 18,790 11 6.7 35.9 -3.6200 β 0＾= -17.8583

1 0 50 25 12 10,673 112 17.4 162.6 -3.0947 β 1＾= 0.3547

1 0 60 36 28 5,710 490 28.5 499.4 -2.5927 β 2＾= 0.3258

1 0 70 49 28 2,585 1,083 26.9 1040.4 -2.6105 β 3＾= -0.1942

1 0 80 64 31 1,462 2,120 21.5 1469.9 -4.4873
1 1 40 16 32 52,407 61 26.8 51.2 -3.1253
1 1 50 25 104 43,248 240 100.2 231.8 -3.3112
1 1 60 36 206 28,612 720 203.7 712.1 -3.5959
1 1 70 49 186 12,663 1,469 187.8 1483.4 -3.5413
1 1 80 64 102 5,317 1,918 111.4 2095.7 -3.6430

(age /10)
2 ln L  = -33.6218
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    縮小モデル 

 モデル 対数尤度 マイナス 2 倍 との差 

 切片＋喫煙習慣＋年齢（縮小） -62.1250 124.2500 

 切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２ -33.6218 67.2435 57.0065 

 

  図 3.5 に 2 本の 2 次曲線を描いた結果を示す．実目盛り上では，非喫煙者の 80 歳が上方に

大きく外れているが，母集団の数が小さいための誤差的な変動と解釈される．しかし，図 3.5

右の対数目盛のあてはまりを見ると 40 歳代の非喫煙群でのあてはまりは悪くなっている． 

 

 
図 3.5  喫煙歴別の対数リンクでの 2 本の 2 次曲線 

 

  年齢が 60 歳の場合の 10 万人比の推定死亡数は， 
 

非喫煙者： 6
2

0, 0 17.8583 0.3547ˆ 100,000 0 0.3258 60 0.1942 6 )ex 99.4p 4(agey          人 

喫煙者    6
2

1, 0 17.8583 0.3547ˆ 100,000 1 0.3258 60 0.1942 6 )ex 12.1p 7(agey          人 
 

と推定される． 

 

  その次に，（切片＋年齢＋年齢２）を縮小モデルとして（切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２）と

の差により喫煙習慣の統計的性能を評価することになる． 
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  縮小モデルとの差の尤度比カイ 2 乗値は，11.8566 と統計的に有意な差となっている． 
 
    縮小モデル 
 モデル 対数尤度 マイナス 2 倍 との差 

 切片＋年齢＋年齢２（縮小） -39.5501 67.2435 

 切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２ -33.6218 79.1002 11.8566 
 
 

喫煙習慣と年齢の交互作用を含む 2 本の 2 次曲線のあてはめ 

  図 3.5 で，喫煙習慣によって切片が異なるモデルによって 2 次曲線のあてはめを仔細にみ

ると，良くあてはまっているとは，言い難い．そのために，喫煙習慣と年齢の交互作用を含

めたモデルにチャレンジしたくなる．ただし，厄介なのは，喫煙習慣の違いによって異なる 2

次式をあてはめる場合には，交互作用として（喫煙習慣×年齢）を加え，さらに（喫煙習慣×

年齢２）を加える必要があるかである． 

 

  厄介なのは，喫煙習慣との交互作用を含めた場合には，統計的に有意となった場合には，

年齢ごとの喫煙習慣による死亡者数の比較が必要となり，これまで示してきたような，年齢

にかかわらず，喫煙習慣による死亡者を論ずることができなくなってしまう． 

 

 交互作用 モデル 

 なし（縮小） 切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２ 

 1 次のみ 切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２＋（喫煙習慣×年齢） 

 2 次まで 切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２＋（喫煙習慣×年齢）＋（喫煙習慣×年齢２） 

 

  このような変数が多くなると，対数尤度 ln Lを最大化するための適当な初期値の設定が困

難になる．与えた初期値では Excel のソルバーによって ln Lを最大化できなくなることもし

ばしば起きる．また，パラメータ共分散行列を求めるために行列計算を行うことも極めて煩

雑になるので，統計ソフト JMP でパラメータを推定し，Excel で整理し，さらにグラフ化す

る．表 3.38 に解析用の JMP データセットを示す．  

 

  一般化線形モデルで分布をポアソン，リンク関数を対数，オフセットを ln( )n とする．変数

は，切片モデル，切片＋喫煙習慣，．．．，切片＋喫煙習慣＋・・・＋（喫煙習慣×年齢２）のよ

うに逐次変数を増やして解析し，得られたパラメータの推定値を順次表 3.39 に示す Excel シ

ートにコピーする．それぞれの (-1)*対数尤度もコピーし，2 倍した後に差分を計算する．こ

の差分が追加された変数に対する尤度比カイ 2 乗値となるので，自由度 1 のカイ 2 乗分布の

上側確率を Chisq.dist.RT() 関数で p 値を求めている． 
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表 3.38  喫煙習慣と年齢の交互作用解析のための JMP データセット 

 
 

表 3.39  変数の逐次増加に対する推定値および尤度比カイ 2 乗値 

 

 

  「差分」に対する p 値から，（喫煙習慣×年齢２）の追加は，統計的に支持されない．最終

的なモデルとして 

切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２＋（喫煙習慣×年齢） 

が，ポアソン回帰モデルとして有効である．ただし，前にも述べたように，喫煙習慣の統計

的な検討には難点がある． 

 

  推定されたパラメータを用いて，喫煙習慣と年齢の交互作用を加えた推定曲線を図 3.6 お

よび図 3.7 に示す．図 3.6 は，統計的には望ましいのであるが，曲線を 80 歳以上に外挿した

ときに動きが大きいことに難点がある． 

 

 

変数 β 0^ β 0^～β 1^ β 0^～β 2^ β 0^～β 3^ β 0^～β 4^ β 0^～β 5^

x 0: -5.5144 -5.9618 -10.6258 -17.8675 -19.7003 -21.4905

x 1:smoke 0.5422 0.4064 0.3545 2.3636 4.4053

x 2:age 0.0836 0.3261 0.3563 0.4136

x 3:age
2 -0.1944 -0.1977 -0.2421

x 4:s ×age -0.0308 -0.0964

x 5:s ×age
2 0.0511

x 0 x 1:smoke x 2:age x 3:age
2 x 4:s ×age x 5:s ×age

2

(-1)対数尤度 495.0676 480.5221 62.1250 33.6217 28.3517 28.1568
2倍 990.1353 961.0441 124.2500 67.2435 56.7033 56.3136
差分 29.0911 836.7941 57.0065 10.5402 0.3898
p 値 0.0000 0.0000 0.0000 0.0012 0.5324
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図 3.6  切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２＋（喫煙習慣×年齢） 

ベストモデル 

 

  図 3.7 は，喫煙習慣と年齢の 2 乗の交互作用迄を入れたモデルで，喫煙習慣について別々

に 2 次曲線をあてはめた場合に相当する．2 次曲線のピークが，80 歳から 90 歳の間に含まれ

ること，それらのピークがほぼ重なり合うことから，70 歳代までは喫煙群は非喫煙群に対し

て死亡数が多いが，80 歳以後には死亡数の差がほとんどなくなることを意味している．これ

は，喫煙者でも 80 歳まで生きてたとの条件下では，それ以後に死亡確率は非喫煙者と同等で

あることを意味している． 

 

 
図 3.7  切片＋喫煙習慣＋年齢＋年齢２＋（喫煙習慣×年齢）＋（喫煙習慣×年齢２） 

パラメータ過剰モデル 

 

  なお，第 12.6 節では，パラメータの共分散行列を用いて 95%信頼区間の計算およびグラフ

表示を詳細に示す． 
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